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COURS V
MORPHISMES DE SCHEMAS : PROPRIETES DIFFERENTIELLES ET
TOPOLOGIQUES

Suivant le parti pris de ce cours, on se restreint dans ces rappels aux schémas et anneaux
noethériens.

1. Morphismes quasi-finis

Définition V.1. — Soit f: Y — X un morphisme de type fini.
Nous dirons que f est quasi-fini si pour tout point # de X, I'image inverse f~1({x}) est un
ensemble fini.

Une immersion (entre schémas noethériens), un morphisme fini, sont de maniere évidente des
morphismes quasi-finis.

Le théoreme fondamental pour les morphismes quasi-finis, dii & Grothendieck, est suivant ce
dernier une forme du « Main theorem » de Zariski :

Théoréeme V.1. — Soit f : Y — X un morphisme de type fini. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) f est quasi-fini.
(ii) Il existe une factorisation de f sous la forme
vyLyLx
tel que j est une immersion ouverte et f un morphisme fini.

Voir [EGAS3, 4.4.5).

2. Morphismes séparés et nets

V.2.0.a. — Rappelons que la catégorie des schémas admet des produits fibrés. Si f : X — S
est un morphisme de schémas, on définit le morphisme diagonal de X/S comme le produit de
S-morphismes

Sxyg: X 280X, X 6 X



Posons 0 = dx/g. Sip: X x5 X — X désigne la premiere projection, de la relation pod =1, on
déduit que § est un homéomorphisme sur son image. De plus, pour tout point = de X, ' = 6(x),
on a encore la relation suivante entre les fibres de ces morphismes

61: O Pyt OX,z - OXXSX,I’ - OX,a:-

qui montre que §,s est surjectif. On peut montrer que ces conditions entrainent que § est une
immersion dans le sens de la définition II.11 — ¢f. [EGAL, 4.2.2].

Définition V.2. — Avec les notations précédentes, on appelle dx /g 1'immersion diagonale du
S-schéma X. On appelle sous-schéma diagonal de X/S le sous-schéma de X xg X qui correspond
a cette immersion. On le note Ax/g.

Nous dirons qu'un morphisme de type fini f : X — S est séparé (resp. net) si 0x/g est une
immersion fermée (resp. ouverte) — autrement dit, Ax,/g est fermé (resp. ouvert) dans X x5 X.

Remarque V.1. — Dans [EGAL, 5.4], Grothendieck ne demande pas la condition de type fini-
tude sur les morphismes séparés (pas plus qu’il ne I’énonce pour les seuls schémas noethériens).

On peut vérifier formellement & partir des propriétés des produits fibrés la proposition suivante :

Proposition V.2. — 1. Une immersion est un morphisme net et séparé.

2. Les morphismes séparés (resp. mets) sont stables par composition, changement de base et
produit fibré.

3. Si un composé de morphismes de schémas gf est séparé (resp. net) alors f est séparé (resp.
net).

V.2.0.b. — Soit S un schéma et f : Y — X un morphisme de S-schémas. On définit le morphisme
graphe de f comme le produit de S-morphismes :

'}/f:Y%YXSX.

On vérifie formellement que le carré ci-dessous est alors cartésien :

vy — 2 sy xeX

(Vl) fl leslx
0x/s

X4>X><SX

Il en résulte donc que 7y est une immersion. On note souvent I'y son image et on 'appelle le
graphe du S-morphisme f. Du carré cartésien précédent, on déduit facilement :

Proposition V.3. — Considérons les notations ci-dessus. Si X/S est séparé (resp. net), alors
s est une immersion fermée (resp. ouverte).

Rappelons qu’une section s : S — X d’un S-schéma X est une section du morphisme structural
de X/S. 1l en résulte formellement que le graphe de s est isomorphe a s via l'isomorphisme
canonique S xg X = X.

Corollaire V.3.1. — Une section d’un S-schéma X séparé (resp. net) est une immersion fermée
(resp. ouverte).

V.2.0.c. — Soit A un anneau, I un idéal. Du fait que A est noethérien, I est de type fini. Il
en résulte que I @4 A/I = I/I? est un A/I-module de type fini. On posera Nz(X) = I/I?, vu
comme un A/I-module, et on Uappelera le module conormal associé & I.

Proposition V.4. — Considérons les notations ci-dessus. On pose X = Spec(4), Z =
Spec(A/I) et on note i : Z — X limmersion fermée canonique. Alors, les conditions suivantes
sont équivalentes :



(i) @ est une immersion ouverte.
(i)
(iii) Le module conormal Nz(X) est nul.
(iv) ZnSupp(l) = 0.

Démonstration. — Le fait que (i) est équivalent & (i7) est immédiat.
Si l'on traduit (i), on obtient :

Vpe Z,3f e Alpe D(f),D(f) C Z

Z est une composante connexe de X.

Or, D(f) C Z équivaut & I ®4 Ay = 0. Comme I est de type fini, Supp(I) est fermé (cf. I11.2.1).
En particulier, I ® 4 Ay = 0 équivaut & D(f) NSupp(l) = () et on obtient I’équivalence entre (i) et
(i)

Or d’aprés la proposition II1.1, Supp(Nz(X)) = Supp(I) N Supp(A/I) ce qui montre
immédiatement P'équivalence entre (iii) et (iv). O

V.2.0.d. — Considérons une A-algebre de type fini B, correspondant & un morphisme d’anneaux
p: A — B et aun morphisme de schémas X — S. Alors, le morphisme diagonal de X/S est le
spectre du morphisme

m:BRaB— B,b®ab — bb.

Ce morphisme est trivialement surjectif, donc X/S est trivialement séparé.() Soit I le noyau de
m. Alors, Qg4 =1/1 2 est un B-module de type fini que 1'on appelle encore le module cotangent
de B/A. La proposition précédente admet immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire V.4.1. — Considérons les notations précédentes. Alors, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Spec(B)/Spec(A) est net.

(ii) Qpsa =0.

On dit encore que B est une A-algebre nette.

Remarque V.2. — Soit B une A-algebre.
1. Pour toute A-algebre A’, Qp/q ®4 A" = Qpg, a/ar-
2. Pour tout morphisme surjectif B — By de A-algebres, il existe un épimorphisme canonique
Qp/a — Qpy/a-
V.2.0.e. — Pour abréger, on dira qu'un k-schéma X est fini séparable si il existe une suite finie

(L;i);er d’extensions de corps finies séparables de k telle que X = U;es Spec(L;).

Proposition V.5. — Soit A un anneau local de corps résiduel k et B une A-algébre de type fini.
Les conditions suivantes sont équivalences :

(i) B/A est nette.
(ii) B®a k/k est nette.
(iii) Le k-schéma Spec(B ®4 k) est fini séparable.

(1) Plus généralement, tout morphisme affine est séparé. Rappelons qu'un morphisme de schémas f : Y — X est
affine si tout point z € X admet un voisinage ouvert affine U tel que f~1(U) est un ouvert affine de Y — un
morphisme fini est affine d’apres la définition 11.10. On en déduit assertion, car le fait d’étre séparé se vérifie
localement sur X.



Démonstration. — L’équivalence entre (i) et (ii) résulte facilement du lemme de Nakayama en
utilisant la remarque précédente.

On est donc ramené au cas on A = k. Le fait que (iii) implique (ii) résulte facilement des
propriétés des extensions séparables. Pour la réciproque, quitte & faire une suivant la cloture
algébrique de k, on peut supposer que k est algébriquement clos. Il s’agit de montrer que pour
tout idéal premier p de B, B, = k. On peut donc supposer que B est local d’idéal maximal m.

Si B est finie sur k, de dimension n, on déduit de (ii) le fait que B est un facteur direct de
B ®y, B. Or, B ®j, B est un anneau artinien et

(B Rk B)red - Bred Rk Bred =k.

On en déduit que le nilradical de B ®j B est maximal : B ®j B est local. Nécessairement, B ~
B ®y, B. Cela implique que n = 1 et conclut.

Dans le cas général, d’apres [Bou83, V, §3, n°4, th. 3], B/m est de dimension finie sur k. Or
pour tout entier n > 0, B/m™ admet une suite de composition dont les quotients sont isomorphes
a B/m : donc B/m"™ est de dimension finie sur k. Comme B/m"™ est nette sur k d’aprés la remarque
V.2, on en déduit B/m™ = k. Or B est un anneau local noethérien ; par application du théoréme
d’intersection de Krull IV.5,

ﬁnzomn =0.
On en déduit donc que B = k. O

V.2.0.f — Soit f : Y — X un morphisme de schémas. Rappelons que pour tout point x de
X, on définit la fibre de f en x comme le k(x)-schéma Y x x Spec(x(z)). On la note simplement

().

Corollaire V.5.1. — Soit f :' Y — X un morphisme de type fini de schémas. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) f est net.
(ii) Pour tout point x € X, le k(x)-schéma f~ () est fini séparable.

En effet, la condition d’étre nette est locale et ’on se rameéne donc au cas affine. On notera en
particulier qu'un morphisme net est quasi-fini.

3. Morphismes étales

Suivant [Bou83, II, §2, n° 1, def. 2], si A est un anneau et f un élément de A, on note A[f~!]
la localisation de l'anneau A par rapport & f (ou encore au systéme multiplicatif des puissances

de f).

Définition V.3. — Soit A un anneau noethérien.

Considérons un polynéme unitaire f € A[t] et posons Ag = At]/(f). Soit g un élément de Ap.
On dit que f vérifie le critére jacobien dans Ag[g~!] si la classe du polynéme dérivé f’ dans Ay
est inversible dans Ag[g—?].

On dit qu'une A-algebre B est étale standard si elle est A-isomorphe & une A-algebre de la
1

]

forme Ap[g—'] comme ci-dessus.

Evidemment, une immersion ouverte est un morphisme étale. De plus, on voit facilement que
les morphismes étales sont stables par changement de base et par composition. Notons de plus la
conséquence suivante de la définition :

Proposition V.6. — Soit B une A-algébre étale standard.
1. B est de type fini (en tant que A-algébre).



2. B est plate que A-module.

Démonstration. — Le premier point est immédiat. Le deuxieme ’est tout autant si I’on note que
pour un polynéme unitaire f € A[t] de degré n, le A-module A[t]/(f) est libre de rang n. O

On peut adopter la définition suivantes des morphismes étales de type fini — qui d’habitude est
plutot présentée comme une caractérisation.

Définition V.4. — Soit f: Y — X un morphisme de type fini.

Soit y un point de Y. On dit que f est étale en y si, il existe un voisinage ouvert affine
V = Spec(B) (resp. U = Spec(A)) de y dans Y (resp. x = f(y) dans X) telle que la A-algebre B
correspondante soit étale standard.

On dit que f est étale s’il I'est en tous points de Y.

De méme, on dira qu’une A-algebre de type fini B est étale si Spec(B) — Spec(A) est étale
dans le sens précédent. Bien stir, si B est étale standard, elle est étale.
Comme corollaire immédiat de cette proposition, notons le point suivant :

Proposition V.7. — Un morphisme étale de schémas est plat.
Le premier exemple de A-algebre étale standard résulte de la proposition suivante :

Proposition V.8. — Soit k un corps et B une k-algébre de type fini.
Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) B/k est étale.

(i) B/k est étale standard.
(ii) B/k est nette.
(i)

Démonstration. — L’équivalence entre (i) et (i’) résulte de la définition. De méme, la condition

Le k-schéma Spec(B) est fini séparable.

(ii’) n’est mise 14 que pour mémoire : (ii) < (ii’) d’apres V.5.

Le fait que (ii’) implique (i’) résulte essentiellement du fait que toute extension de corps
séparable est monogene. Montrons la réciproque. On écrit avec les notations de la définition
précédente pour A = k, Ay = k[t]/(f) pour un polynéme unitaire f € k[t] et on considére un
élément g € k[t] dont la classe g dans Ag vérifie B = Ag[g—!] et tel que f vérifie le critere jacobien
par rapport a B.

Notons que ce critére s’exprime encore par 'existence de polynomes h, k € k[t] et d'un entier
n > 0 tels que

(V.2) hf' +kf=g"

Considérons la décomposition en éléments simples

=11
il
de f dans 'anneau factoriel k[t]. Alors, si 'on pose @; = [];; fjnJ f~1 on obtient :
fr= anQlfz,
icl

Des lors, la relation (V.2) montre que pour tout k € I, si f ne divise pas g, ny = 1. En effet, le

cas contraire implique une contradiction d’apres la formule (V.2).
Silon pose I' ={i € I| fi1g}, on en déduit donc

Aolg™1 = (T kI81/(FiDIg ™)

iel’



1l reste a montrer que pour tout indice ¢ € I’, f; est un polynome séparable sur k. Or la relation
(V.2) fournit une relation de la forme

Qifi +1fi=g"

pour [ € k[t]; comme f; ne divise pas g, il ne divise pas f/, ce qui conclut. O

Les deux propositions précédentes fournissent donc le résultat suivant :
Corollaire V.8.1. — Soit f :' Y — X un morphisme de type fini. Considérons les conditions
sutvantes :

(i) f est étale.

(ii) f est plat et net.
Alors, (i) = (ii).
Remarque V.3. — Un résultat important® est le fait que ces deux conditions sont mémes
équivalentes (c¢f. [Ray70, V, th. 1]). Cette réciproque utilise d’ailleurs de maniere essentielle le

« Main theorem » de Zariski (¢f. V.1), mais il me semble que nous n’aurons pas a l'utiliser dans
ce cours.

Corollaire V.8.2. — Soit f :' Y — X un morphisme étale. Si X est régulier (resp. normal,
réduit) alors Y est régqulier (resp. normal, réduit). La réciproque est vraie si f est surjectif.

Démonstration. — Soit y un point de Y, d’anneau local B. Notons encore A ’anneau local de X
en x = f(y) et considérons le morphisme local induit par f :

p:A— B.

D’apres V.7, p est plate. Soit m (resp. n) I'idéal maximal de A (resp. B), k = A/m (resp. L = B/n).
La k-algebre B® 4 k est étale de type fini (c’est la fibre de f en x). D’apres le corollaire précédent,
la fibre de f en x est séparée de type fini sur k. Il en résulte que B ® 4 k = L, ce qui équivaut a
dire que n = m ® 4 B. Rappelons qu’on a associé a A dans IV.1.1.d une k-algebre graduée :
gr™(A) = @penm™/m"
On en déduit donc :
gr™(A) ® L = gr™(B).
1l est donc évident d’apres le théoreme IV.6 que A est régulier si et seulement si B est régulier. Cela

prouve la proposition (et le cas des hypotheses respectives réduit, normal résultent des rappels de
la remarque IV .4). O

Remarque V.4. — Si f:Y — X est étale surjectif, il est fidelement plat d’apres ce qui précede.
On a donc déja obtenu la partie réciproque du corollaire précédent dans ce cas (cf. IV.15).

Tout comme il y a une dualité évidente entre les morphismes nets et séparés, il y a une dualité
entre les morphismes finis et les morphismes étales qu’on illustre par la proposition suivante :

Proposition V.9. — Considérons un diagramme commutatif de schémas

f

Y ——X.
NS
S

Alors :
- Sip est séparé : q fini (resp. séparé) implique f fini (resp. séparé).

(2)Dd & Grothendieck évidemmment, comme toute la théorie rappelée ici.



- Sip est net : q étale (resp. net) implique f étale (resp. net).

Démonstration. — La preuve est tres facile une fois qu’on a remarqué que f admet la factorisation
suivante :
5
Yy Lyxe x5 X
ou 7y est le graphe de f et 7 la projection canonique. En effet, on peut considérer les carrés
cartésiens suivants :

Y v xs X Y xg X —> X
Lo
X—=XxgX Y S.

ol ¢ est le morphisme diagonal de X/S. On conclut alors aisément. O

Un morphisme & la fois étale et fini est appelé un revétement étale.®

4. Morphismes lisses

V.4.0.g. — Pour tout entier n > 0, on pose A" = Spec(A7) et on 'appelle I'espace affine de
dimension n. Si X est un schéma quelconque, on pose encore A% = A™ x X, munit de sa projection
canonique p : A% — X.

Définition V.5. — Soit f:Y — X un morphisme de schémas de type fini.

Soit y un point de Y. On dit que f est lisse en y si il existe un voisinage ouvert V de y dans
Y et un X-morphisme étale V' — A'%%.

On dit que f est lisse s’il I’est en tous points de Y.

Si f est le spectre d’'un morphisme d’anneau A — B, on dit encore que B est une A-algebre
lisse de type fini si f est lisse de type fini.

V.4.0.h. — Un morphisme étale est évidemment lisse. De plus, un morphisme de type fini est
étale si et seulement si il est lisse et quasi-fini.

Un morphisme lisse est plat, compte tenu de V.7 et du fait trivial que A% est plat sur X.

On voit facilement que les morphismes lisses sont stables par changement de base, composition
et produit fibré.

Notons enfin que, combinant le corollaire V.8.2 et la remarque IV.14, on obtient :

Proposition V.10. — Soit f : Y — X un morphisme lisse de type fini. Si 'Y est régulier (resp.
réduit, normal) alors Y est régulier (resp. réduit, normal)

V.4.0.1. — Considérons un schéma régulier S. On note Zs la catégorie des S-schémas lisses
séparés de type fini. Cette catégorie posseéde de bonnes propriétés, que 'on peut comparer par
exemple a celles qu’on a dégagées pour la catégorie des A-modules.

Elle possede bien str des sommes finies et des produits fibrés, et tous ses objets sont des schémas
réguliers ; mais ce sont surtout les foncteurs qui les relient qui vont nous intéresser. Soit f : T — S
un morphisme de schémas réguliers. Alors, on obtient un foncteur de changement de base :

f* : Diﬂs — -i/ﬂT, (X/S) — (X Xs T/T)
Si f est lisse séparé de type fini, on obtient un foncteur de restriction :
fﬁ:fTﬂfs,(XHT)H(X%TLS).

(3)La notion de revétement étale a fondée en quelque sorte la refonte de la géométrie algébrique effectuée par
Grothendieck. Son étude est axiomatisée dans la théorie du groupe fondamental.



Notons que les propriétés suivantes, analogues de celles énoncées dans le paragraphe I11.2.0.d, sont
immédiates & partir de la propriété universelle des produits fibrés :

1. Homp(Y, f*X) = Homg(f;Y, X) — fy adjoint & gauche de f*.
2. il FX xpY) =X x5 (fiY).

3. Considérons un carré cartésien de schémas

LAY

g¢ ) W

T—8S.
tel que p est lisse séparé de type fini. Alors, f*py(Y) = gzg*(Y).

V.4.0.3. — Soit S un schéma régulier et f : ¥ — X dans Zs. Comme X/S est séparé, le
morphisme graphe associé a f
VY =Y xg X

est une immersion fermée. On note I'y son image dans ¥ x g X, vu comme un sous-schéma fermé.
Notons qu’il résulte de cette définition que le morphisme composée

(V.3) I‘fLYxSXp’t—)SY

est un isomorphisme. Donc I'y est un S-schéma lisse, par suite régulier et méme réduit.

Proposition V.11. — Dans les conditions précédentes, pour tout fermé irréductible Z de X,
codimy (Z) > codimy (Z xx Y).

De plus, il y a égalité dans cette inégalité si et seulement si les cycles (Z) et (I'y) deY xg X
s’intersectent proprement.

Démonstration. — Considérons le diagramme formé de carrés cartésiens :
YXXZ*N>F]¢XXZ*>YXSZ*>Z

N

Y (:) I TV xg XXX s x

ou la fleche (1) est 'isomorphisme réciproque de (V.3), et ¢ 'immersion canonique.

Notons que puisque Y/S est plat (¢f. paragraphe V.4.0.h), on déduit de la proposition II1.17
Iégalité :

codimx (Z) = codimy x;x (Y x5 Z).
Le diagramme montre en particulier que Y xx Z = (X xg Z) NIy, intersection étant prise dans
Y xg X. On déduit donc de la proposition IV.16 I'inégalité :
(V.4) codimy x ;x (Y xg Z) < codimy x ¢ x (Y xg Z) — codimy » s x (I'¢).
Or Y x g X est régulier, donc il est caténaire (voir remarque IV.14). On en déduit I’égalité suivante :
COdimstx(Ff X x Z) = COdimstx(rf) + COdin’lFf (Ff Xs Z)

Or le diagramme précédent montre que codimr,(I'y x5 Z) = codimy (Z xg Y). Ainsi, 'inégalité
V.4 permet de montrer I'inégalité de la proposition et la derniére assertion en résulte. O

V.4.0.k. — Dans la définition qui suit, et surtout dans la section sur les correspondances, on
omettra le signe xg dans les produits cartésiens de la catégorie .£s. De plus, on notera conven-
tionnellement pY- le morphisme de projection canonique de XY sur Y.



Définition V.6. — Considérons un morphisme f : Y — X dans Zs.
Soit @ = .., ni(Zi)x un cycle de X sous forme normale. On dit que le pullback de a par f
est propre si pour tout indice i € I,

COdimx(Zi) = COdimy(Zi Xx Y)
Sous cette condition, on définit le pullback de «a suivant f comme le cycle de X suivant :
F(@) = pyx. (Tr)yxp¥x (@)

Remarque V.5. — Le cycle intersection apparaissant dans la définition est & support dans I'y
et l'on sait que la restriction de p¥y & T ¢ est un isomorphisme. L’image directe de cette définition
est donc purement formelle : elle ne change donc pas les multiplicités du cycles intersection.

On déduit grace au corollaire IV.19.1 et aux formules la proposition suivante :

Proposition V.12. — Considérons un anneau régulier A et posons S = Spec(A). Soitp: B — C
un morphisme de A-algébres lisses de type fini, f : Y — X le morphisme de S-schémas associé.

Soit M un B-module de type fini. On note Z (resp. T') le support dans M (resp. M ®@p C).
Considérons un entier p > 0 telle que les inégalités suivantes ont lieu :

(V.5) codimx(Z) > p, codimy(T) > p.
Alors, on obtient les propriétés suivantes :

1. Le complexe de C-modules M ®% C est parfait.

2. Le pullback de zP (M) le long de f est propre.

3. f*(2P(M)) = 2P(M &% O).
Démonstration. — La propriété 1 résulte du fait que B est régulier, donc de dimension cohomo-
logique globale finie (c¢f. IV.14.3) — cela implique que M admet une résolution bornée par des
B-modules projectifs que I'on peut supposer de type fini.

Introduisons quelques notations afin de calculer le membre de gauche apparaissant dans le point
3. Notons D = C®4 B, de sorte que Spec(D) = Y X. Le morphisme graphe de f est alors le spectre
du morphisme suivant :

D=C®sB—C,c4b cph).

Si l'on note I le noyau de ce morphisme, I'y = Spec(D/I). Notons que le morphisme canonique
C — D/I est un isomorphisme

Puisque Y est régulier, il est somme disjointe de ses composantes irréductibles et par additivité,
on peut supposer que Y est integre, autrement dit C' est integre. Il en résulte que I'y est integre.

Soit ¢ sa codimension dans Y X.
Si 'on pose N = D/I, vu comme un D-module de type fini, on obtient par définition :

FH (P (M) = py x. (29 (N).2P (M @ D)).

On se trouve alors dans les conditions d’application du corollaire IV.19.1. Cela implique donc le
point 2, d’apres la proposition V.11. Par ailleurs, on obtient d’apres cette méme proposition :

21(N).2?(M ®p D) = zPT{(N % (M ®p D)).
Or, dans la catégorie dérivée D(B), on obtient :

N @% (M ®p D)|p = N|p @ M = C|p @F M.
Par ailleurs, le foncteur de restriction D(C') — D(B) est conservatif. On en déduit donc un iso-
morphisme :

N ®@p (M ®p D)|c = C @ M =M @} C.

11 suffit alors d’appliquer le lemme IV.21 pour conclure. O
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Corollaire V.12.1. — Soit f : Y — X un morphisme dans ZLs. Si f est plat, tout cycle de X
a un pullback propre suivant f est ce pullback coincide avec le pullback plat (cf. I1.26).

V.4.0.l. — On en déduit aussi, suivant la méthode déja vue dans le cours précédent, les formules
suivantes lorsqu’elles sont bien définies :

L f*(a.p) = f*(a).f*(B).

2. g" () = (f9)"(a).

3. Sile support de « est fini relativement a f, f.(a.f*(8)) = f«(@).5.
4

. Pour tout carré cartésien dans .Zs
vy —4s x7
i lf
Yy ——= X,

si le support de « est fini relativement & f, p* fi(a) = g.q* ().

5. Propriétés topologiques

Définition V.7. — Soit f:Y — X un morphisme de schémas.

On dit que f est dominant si ’ensemble f(Y) est dense dans X. On dit que f est pseudo-
dominant si pour toute composante irréductible 7' de Y, f(T) est dense dans une composante
irréductible de X.

Remargque V.6. — On peut traduire ces conditions en termes de points :

— f est dominant si X(© est dans I'image de f.

~ f est pseudo-dominant si f (Y (@) ¢ X(© ce qui équivaut a dire que Y@ c f= (X ©).
Le lemme I1.16 montre en particulier que tout morphisme plat est pseudo-dominant.

Notons le lemme facile suivant :
Lemme V.13. — Soit p : A — B un morphisme d’anneauz, et f : Y — X le morphisme de
schémas associé. Soit a le noyau de p. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est dominant.

(ii) a est inclut dans le nilradical de A.(

En particulier, si A est réduit, (i) est encore équivalente a :

(ii’) p est injectif.

Démonstration. — Rappelons que Y = V(0g). Or, f(V(0g)) = V(f~1(05)) = V(a). Comme
X =V(04), on conclut d’apres le point 5 de la proposition II.1. O

Définition V.8. — Soit f:Y — X.

On dit que f est fermé (resp. ouvert) si pour toute partie fermée (resp. ouverte) E de Y,
limage f(E) est fermée (resp. ouverte) dans X. On dit que f est universellement fermé (resp.
universellement ouvert) si pour tout morphisme de schémas X’ — X, le morphisme induit ¥ x x
X" — X’ est fermé (resp. ouvert).

On dit que f est propre si f est de type fini, séparé et universellement fermé.

(Wrappel : il s’agit du radical de 0 dans A, ou encore 'ensemble des éléments nilpotents de A — cf. 11.2.
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On vérifie facilement que les morphismes universellements fermés (resp. universellement ou-
verts) sont stables par composition, changement de base et produits. Des propriétés analogues
des morphismes séparés de type fini, on déduit que les morphismes propres satisfont les mémes
propriétés de stabilité.

Ezemple V.1. — Une immersion ouverte (resp. fermée) est universellement ouverte (resp.
propre).

En utilisant 1a méme démonstration que pour la proposition V.9, 'exemple précédent donne la
proposition suivante :

Proposition V.14. — Considérons un diagramme commutatif de schémas (noethériens)

!

Y —X.

N
5

Alors :
- Si p est séparé : q propre implique f propre.

On a déja vu qu'un morphisme fini f est séparé (note de bas de page (1) page 3) que f est
séparé. On obtient en fait la propriété plus forte suivante :

Proposition V.15. — Soit f :' Y — X un morphisme de schémas.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est fini.
(ii) f est propre quasi-fini.

Démonstration. — (ii) = (i) : C’est une conséquence du « Main Theorem » de Zariski : d’apres
celui-ci, f admet une factorisation sous la forme

vyLy L x
oll j est une immersion ouverte et f un morphisme fini. Or la proposition précédente implique que
j est propre; c’est donc une immersion fermée, soit un morphisme fini ce qui conclut.
(i) = (ii) : Le morphisme f étant de type fini, et séparé d’apreés de point rappelé en préambule &
la proposition, il suffit de montrer qu’il f est propre.

Soit T" une partie fermée de Y, munie de sa structure réduite. Posons Z = m, vu comme
sous-schéma fermé de X muni de sa structure réduite. Le morphisme induit fo : Z — T par f est
encore fini d’apres V.9 et il suffit de montrer que fy est surjectif.

Cette derniere condition est locale en T. Comme f; est fini, on peut supposer que Z et T sont
affine, et fy est le spectre d’un morphisme fini p : A — B. Comme A est réduit et fy est dominant,
p est injectif (lemme V.13). Le fait que fy est surjectif est donc un cas particulier du théoréme de
Cohen-Seidenberg (cf. [Bou83, v, §2, n° 1, th. 1]) — puisque fini implique entier. O

V.5.0.m. — Soit X un schéma. Rappelons qu’on a mis une relation d’ordre partielle sur les
points de X (cf. I11.1.3.b). Notons une propriété caractéristique de cette relation : si E est une
partie ouverte (resp. fermée) de X, pour tout x < 2’ (resp. > '), © € E implique 2’ € E.

Si z est un point de X, on a défini 'anneau local de X en z en considérant un voisinage ouvert
affine Spec(A) de = dans X, et en posant Ox ; = A,, ou p est I'idéal premier de A correspondant
& z. Du morphisme canonique A — A, et de 'immersion ouverte choisie Spec(A) — X, on déduit
un morphisme de schémas :

(V.6) Spec(Ox ) — X.
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On peut vérifier que ce morphisme ne dépend pas du choix de Spec(A). Par ailleurs, son image
est formée des générisations de x ; autrement dit, c’est ’ensemble :

{2/ e X |2’ >a}.
On dit que le schéma local Spec(Ox ;) est le schéma localisé de X en z. On le notera encore
parfois X(I).(5)

Considérons un morphisme de schémas f : Y — X. Alors, f respecte la relation d’ordre sur les
ensembles de points sous-jacents. De plus, considérant un point y € Y et z = f(y), le morphisme
induit (c¢f. définition I1.9)

Oy,y — Ox
définit un diagramme commutatif de schémas :

f?/
Yiy) — X@)

|,

Y —X

A T’aide de ce jeu sur l'ordre des points d’un schéma, on peut déduire une partie de la proposition
suivante :

Proposition V.16. — Soit f : Y — X un morphisme. Considérons les conditions suivantes :
(i) f est ouvert.
(ii) Pour touty €Y, x = f(y), le morphisme induit Y,y — X () est surjectif.

(iii) Pour tout fermé irréductible Z de X, f~Y(Z) — Z est pseudo-dominant.

Alors, (i) < (iii). De plus, (i) implique les autres conditions. La réciproque est vraie si f est de
type fini.

Voir [1.10.4, EGA4]. L’implication difficile est : (ii) et (iii) impliquent (i); cela résulte du
théoreme de constructibilité de Chevaley. On donne ci-dessous la preuve des autres implications
pour illustration.

Démonstration. — Notons que d’apres le préambule & la proposition, la condition (ii) se traduit
formellement comme suit :

(i) Vy e V,Va' > f(y), Iy € Yy 2y, f(y) =2

(i) = (it’) : soit y € Y et ' > f(y). Soit V un voisinage ouvert affine de y dans Y. Alors, f(V)
est ouvert dans X, et contient f(y); par suite, il contient nécessairement =’ d’apres le préliminare
a la proposition, ce qui conclut.

(ii") = (iii) : On considere Z = {x} C X. Soit y un point générique de f~(Z). Alors, f(y) € Z,
ce qui implique f(y) < z. D’apres (ii’), il existe y' € Y tel que ¢y’ > y et f(y') = . Comme y est
maximal dans f~1(Z), y = ¢/ ce qui conclut.

(iii) = (ii’) : Soit y € Y et 2’ > f(y). On pose Z = {a’}. Alors, y appartient & f~1(Z). Soit ' le
point générique de la composante irréductible de f~1(Z) contenant y. D’apres (iii), f(y') = 2’ ce
qui conclut. O

Remarque V.7. — On adéja vu une preuve de (ii) = (iii) cachée dans la preuve du lemme I1.16 :
un morphisme plat satisfait (ii) et (iii). D’ailleurs, (ii) est donné précisément par la proposition
I1.11. Un morphisme plat de type fini est donc ouvert, et méme universellement ouvert.

(5)On peut remarquer que le morphisme (V.6) est un monomorphisme de schémas et un homéomorphisme sur son
image. C’est encore une limite projective d’immersion ouverte.
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Un théoréme clé dans la théorie des correspondances finies que nous allons présenter est le
suivant :

Théoréme V.17. — Soit X un schéma régulier, et f : Y — X un morphisme fini. Alors, les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est pseudo-dominant.
(ii) f est ouvert.
(iii) f est universellement ouvert.

De plus, lorsque ces conditions sont satisfaites, pour tout fermé irréductible Z de X, toute com-
posante irréductible T de f~*(Z) domine Z et vérifie I’égalité :

codimy (Z) = codimy (7).
On va faire appel au résultat suivant :

Lemme V.18 — Soit f : Y — X un morphisme de type fini de schémas (noethériens). Alors,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f est universellement ouvert.

(b) Pour tout entier n > 0, le morphisme f x A" : A} — A% est ouvert

Ce lemme résulte des méthodes de passage a la limite projective développée dans [EGA4, §8];
elle est expliquée dans la remarque [EGA4, (14.3.3.1), (i)]).

Démonstration. — Le fait que (iii implique (ii) et que (ii) implique (i) est évident.

11 suffit donc de montrer que (i) = (iii). D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer que
pour tout n > 0, le morphisme f x A" : A}, — A% est ouvert. Or ce morphisme est encore fini
pseudo-dominant. On est donc ramené & prouver I'implication : (i) = (ii).

Pour cela, on utilise le critere (ii) de la proposition V.16. Soit y un point de Y, z = f(y), et
montrons que Y(,) — X(,) est surjectif. Quitte a faire un changement de base le long de X(,) — X,
on peut pour cela supposer que X est un schéma local de point fermé x. Alors, X = Spec(A), ou
A est un anneau local régulier, donc en particulier, normal. Soit 7" une composante irréductible
de Y contenant y. Il suffit de démontrer que T,y — X(,) est surjectif. Or, par hypothese, T" est
fini dominant sur X, donc T est affine et le morphisme 7" — X induit par f correspond a un
morphisme injectif fini p : A — B avec B intégre. On doit montrer que pour 'idéal premier g
correspondant & y, le morphisme Spec(B,) — Spec(A) est surjectif. Or cela résulte du second
théoréme de Cohen-Seidenberg (cf. [Bou83, v, §2, n° 4, th. 3]). Notons qu’on obtient au passage
que dim(Bg) = dim(A), ce qui prouve la derniere assertion. O

Remarque V.8 — 1. Ainsi, un morphisme fini pseudo-dominant sur un schéma régulier par-
tage une partie des bonnes propriétés des morphismes plats que nous avons déja utilisées
(pour définir le pullback plat des cycles). Nous utiliserons particulierement le fait qu’un tel
morphisme reste pseudo-dominant apres tout changement de base.

2. Dans le théoréeme précédent, il suffit que X soit géométriquement unibranche. On dit qu'un
schéma X est géométriquement unibranche si pour tout point € X, Ox , est integre et sa
normalisation est un anneau integre.

3. Pour illustrer le point précédent, donnons ’exemple suivant : soit Dy (resp. D) la droite
d’équation {z = 0} ({y = 0}) dans l'espace affine Spec(k[z,y]) sur un corps k& (ou un
anneau). On pose X = Dy U Dy = Spec(klz,y]/(zy)), Y = D; U Ds. Le morphisme évident
Y — X est fini et pseudo-dominant. Pourtant, Y xx Y = D; U Dy U Dy N Dy LI Dy N Dy
n’est pas pseudo-dominant sur Y, puisque D; N Dy = {(0,0)}. Evidemment, X n’est pas
géométriquement unibranche.
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