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COURS VI

CORRESPONDANCES FINIES

Introduction

Dans ce cours, on introduit la catégorie des correspondances finies .Z§°" sur un schéma régulier

S. Cette catégorie est obtenue en enrichissant la catégorie .Zs des S-schémas lisses séparés de type
fini. Une différence notable entre ces deux catégories est que la premiere est additive.

Mais nous verrons par ailleurs que I'on peut étendre les opérations vues dans le paragraphe
V.4.0.i au contexte de la catégorie £§°".

1. Définition
Fixons un schéma régulier S.

Définition VI.1. — Soient X, Y des schémas dans Zs. Une S-correspondance finie de X vers
Y est un cycle a = >, ;ni.x; de X XY tel que pour tout indice i € I vérifiant n; # 0, x; est
envoyé sur un point générique de X par la projection évidente.

On note cg (X,Y) le groupe des S-correspondances finies de X vers Y.

On représentera une telle correspondance par le symbole
a: XesY.

Exzemple VI.1. — Considérons un morphisme f: X — Y dans Zs.

1. Puisque X/S est séparé, le graphe I'y de f est fermé dans X xg Y (c¢f. V.3). De plus, le
morphisme composé I'y — X xgY — X est un isomorphisme (¢f. V.4.0.j). Il en résulte que
le cycle associé (I'y) xy est une correspondance finie.

2. Supposons que f soit fini pseudo-dominant. Le morphisme composé I'y — X XgY — Y est
isomorphe & f, donc il est fini et pseudo-dominant. Il en résulte que le cycle (I'y)y x est une
correspondance finie de Y vers X. On la notera ¢ f est on I'appellera la transposée de f.

2. Composition

VI1.2.0.a. — On fixe a nouveau un schéma régulier S.
Pour simplifier les formules qui vont venir, on va adopter les conventions suivantes :
— Pour des S-schémas X et Y dans Zs, on pose XY = X xgVY.



— Pour des S-schémas X, Y, Z dans Zs, on note p%y-, : XY Z — Y le morphisme de projection
canonique.

Notons pour la suite le lemme facile :

Lemme VI.1. — Considérons un diagramme commutatif de morphismes de type fini

f

L ——=>Y

N
X

tel que T est intégre, q est fini et f est fini dominant.
Alors, p est fini.

Démonstration. — Considérons un ouvert affine non vide U = Spec(A) de X. Comme p est de
type fini, p~1(U) est une réunion finie d’ouverts affines, et il suffit de montrer que pour un tel
ouvert V' = Spec(B), B est une A-algebre finie.

Comme f est fini, f~1(V) est une réunion finie d’ouverts affines; f étant de plus dominant, il
existe donc un ouvert affine W = Spec(C) de Z tel que W — V est fini dominant.

On est donc ramené au diagramme suivant de morphismes d’anneaux :

N
A

comme W/V est dominant et V réduit, p est injectif (¢f. V.13). Comme ¢ et f sont finis, C' est
une A-algebre finie et une B-algebre finie. On en déduit que nécessairement, B est une A-algebre

C

B;

finie ce qui conclut. O
VI1.2.0.b. — Considérons des correspondances finies :
XeL Y, Yol Z.
On veut définir le produit de composition de 3 avec « par la formule suivante :
(VL1) Boa=pxiz. (Px¥z(8)pXvz(a)) .

On utilise la définition I1.26 pour les pullback par les morphismes plats p%% , et pX1-,, et le produit

d’intersection est considéré dans le schéma régulier XY Z. Si les supports de p%%%,(3) et pyv3 ()

ne se coupent pas, on convient que 3o a = 0.
Deux problemes se posent dans cette formule :

1. L’intersection dans le membre de droite est-elle propre ?
2. Le support du cycle de X Z obtenu dans le second membre est-il fini et pseudo-dominant sur
X7

Pour résoudre ces deux problemes, il suffit de considérer le cas ot @ = (U)xy et § = (V)yz
pour des sous-schémas U et V respectivement fermés integres dans XY et Y Z. Soit m (resp. n)
la codimension de U dans XY (resp. V dans Y Z).

On introduit le diagramme de schémas suivant

UxyV—V-—Z7
q/l 1) lq
U——Y
P
X

dans lequel le carré (1) est cartésien.



On consideére le premier probléme soulevé par la formule (VI.1). Or, d’apres la définition du
changement de base plat (cf. IL26), pxvy(a) = (UZ)xy z et pk%,(B8) = (XV)xyz. Notons que
le sous-schéma intersection UZ N XV est isomorphisme a U xy V.

Comme X et Z sont plats sur S (¢f. V.4.0.h), on déduit de la proposition I1.17 les égalités
suivantes :

codimxy z(UZ) = codimxy (U) = m.
codimyy z(XV) = codimyz(V) = n.

Notons aussi que XV est de codimension pure n dans XY Z.
On décompose le carré (1) en deux carrés cartésiens

UXyV XV 14
qli q//l lq

i P§Y
U XY Y

ou l'on a noté i 'immersion fermée canonique. Or, ¢ est fini pseudo-dominant, donc il résulte
du théoréme V.17 qu’il est universellement ouvert. En particulier, ¢’ est encore universellement
ouvert. On déduit donc du théoreme V.17 que pour toute composante irréductible W de U xy V,

COdimxv(W) = COdimxy(U) =m.

Or, XY Z est régulier, donc en particulier caténaire (¢f. IV.14). Par définition d’un schéma
caténaire (cf. I1.18), on en déduit I’égalité suivante :

codimyyz (W) = codimxy z(XV) 4 codimxy (W) =n+m

ou l'on a utilisé que XV est purement de codimension n dans XY Z. Autrement dit, les cycles
(XV) et (UZ) s’intersectent proprement, et le premier probléeme est résolu.

Considérons maintenant le deuxiéme point. Soit W une composante irréductible de U xy V.
On introduit les morphismes composés suivants :

qW:W—>U£>X
XZ
W — XYz 22, x g

Par hypothese, p et ¢ sont finis et pseudo-dominants. Le théoréeme V.17 déja cité implique que ¢’
est fini et pseudo-dominant. On en déduit que gy est fini et pseudo-dominant (i.e. W est surjectif
sur une composante irréductible de X). Considérons le diagramme commutatif suivant :

f

W—> X7

IR ey

Or, px, est séparé; il résulte donc de la proposition V.9 que le morphisme f est fini. D’aprés

la proposition V.15, la partie T = f(W) = p¥Z,(W) de XZ est fermée. Si on la munie de sa

structure réduite de sous-schéma, et si 'on applique le lemme VI.1 au diagramme commutatif
obtenu par corestriction de f

T

X

on obtient que pr est fini. Notons que T est integre ; puisque gy est surjectif sur une composante
irréductible de X, il en est de méme de pr.

Revenant maintenant & la définition du pushout p¥Z ., on obtient que le support du membre
de droite de (VI.1) est réunion des fermés de la forme T' = p5Z,(W) ot W est une composante



irréductible de U xy V. On peut donc conclure finalement que ce support est fini et pseudo-
dominant.

Définition VI.2. — Avec les notations qui précedent, on définit la correspondance finie com-
posée de [ et o comme le cycle B o a de X xg Z définit par la formule (VI.1).

Le produit de composition des correspondances finies fait donc intervenir un calcul de multipli-
cité qui utilise la formule des Tor (c¢f. definition IV.10) de Serre. Suivant la méthode de Serre, on
exprime (dans le cas affine) ce produit de composition & I’aide des modules comme suit :

Proposition VI.2. — Supposons que S = Spec(A) est un schéma affine régulier.

Considérons des A-algébres lisses de type fini B, C et D et posons X = Spec(B), Y = Spec(C),
Z = Spec(D).

Soit M un B ® 4 C-module (resp. N un C ® 4 D-module) et m (resp. n) un entier naturel tel
que le cycle a = 2%y (M) (resp. B = 23 ,(N)) soint un élément de cs (X,Y) (resp. cs (Y, Z)).

Alors,

foa =¥, (WB(N &b )

ot M et N sont vus comme des B-modules par restriction des scalaires, le complere N ®% M est
vu comme un complexe de B ® 4 C ® 4 D-modules.

Remarque VI.1. — Considérant les notations de VI.2.0.b sous les hypotheses de cette propo-
sition, ’égalité précédente exploite donc le fait géométrique U xy V = XV NUZ — le schéma U
(resp. V) étant le support de « (resp. ().

Démonstration. — Notons BCD le produit tensoriel des A-algebres B, C' et D. Appliquant le
corollaire IV.19.1 & l'intersection des cycles 2%y ,(B ®4 N) et 2%¢y (M ®4 D), on obtient

Boa=pxiz. (" (B®aN)©pcp (M @a D))
ou 'on a posé BCD le produit tensoriel évident. Des lors, la proposition résulte de la version
dérivée des formules (I11.2.0.d) — rappelons que B et D sont des A-algebres plates. O
Proposition VI.3. — 1. Considérons des correspondances finies :
Xo% Veols ZeL T.
Alors, yo (Boa) = (voB) oa.

2. Considérons un morphisme f : X —Y de Zs et (I'y) la correspondance finie de X vers Y
qui lui est associée dans l'exemple VI.1. Alors, pour tout correspondance finie 3 :Ye— 7 le
pullback de B par f xXg Z est propre et on a ’égalité :

Bo(ly)=(fxs2)"(B)
avec les motations de la définition V.6.

3. Pour toute S-correspondance finie o : Xe— Y et tout morphisme g : Y — Z dans ZLs, on
obtient :
(Tg)yzoa=(gxsX).(a)

avec les motations de l’exzemple VI.1 appliqué a g.
Démonstration. — On considere le premier point. Posons o/ = p¥¥yi.(a), 8 = pX%5+(8),
v = pfgf*ZT(’y). Alors, utilisant la formule de changement de base de la proposition II.18, la
compatibilité du changement de base plat avec le produit d’intersection (paragraphe I1V.2.0.d) et
la formule de projection du corollaire IV.21.1, on obtient ’égalité :

yo(Boa)= P§$ZT* (7/-(5/-0/)) .



Mais par ailleurs, les mémes formules permettent d’écrire :

(yopB)oa= P?((;ZT* (.8").a).

Ainsi, P'associativité du produit d’intersection (cf. IV.20). permet de conclure.
Le point 2 résulte de la définition du pullback par un morphisme dans Zs et du fait que

pxyz((T5) = Crxsz)
ou I'yy 7 désigne le schéma graphe du Z-morphisme f xg Z.

Considérons le dernier point. On peut supposer que @ = (U) xy pour un schéma intégre U. De
méme, on peut supposer par additivité que Y est integre.

Il s’agit de prouver une égalité entre cycles de XZ. On peut donc raisonner localement en
chaque point de XZ pour la démontrer. On se ramene ainsi au cas ou S, X, Y, Z sont affines
d’anneaux respectifs A, B, C et D.

SiI (resp. J) est I'idéal de U (resp. I'y) dans XY = Spec(BC') (resp. Y Z = Spec(CD)), on pose
M = BC/I (resp. N = CD/J). On obtient ainsi a = 2%y (M) et (I'y) = 23+, (IN). La proposition
V1.2 implique donc :

goa=pxiz, (" (N @p M)).
Or, puisque le morphisme canonique I'; — Y est un isomorphisme, M|p est un B-module libre
de rang 1, donc plat. Il en résulte que N @5 M = N ® g M, ce que l'on traduit géométriquement
par la formule :

goa=pxyz. ((Lgxy U)xyz) .
Or, I'y xy U est a support dans I'y; xg X. A travers I'isomorphisme € : I'y — Y, la restriction du

morphisme pxZ, a I'y xg X correspond au morphisme g xg X. la formule a démontrer résulte
donc de la formule précédente compte tenu de I'isomorphisme e. O

VI1.2.0.c. — Les points 2 et 3 de cette proposition montre que I'on peut définir la correspondance
identité d'un schéma X de .Zs comme le cycle (Ax/s), puisque Ax/5 est encore le graphe du
morphisme de schéma 1x.

Définition VI.8. — On définit la catégorie des correspondances finies (associée & £s) sur un
schéma régulier S comme la catégorie dont les objets sont les S-schémas lisses séparés de type fini
et les morphismes sont les S-correspondances finies. On la note £§°".

La naturalité du changement de base par un morphisme de Zs (c¢f. paragraphe V.4.0.1, 2)
montre grace au point 2 que l'association f +— (I'y) définit un foncteur (égal a I'identité sur les
objets) :

v Ls — L5,

On Pappellera simplement le foncteur graphe. Notons que ce foncteur est fidele; pour abréger
les formules, si f est un morphisme de %5, on notera simplement f la S-correspondance finie
) = ().

Par ailleurs, la catégorie .Z§°" admet des sommes finies, tout comme la catégorie Zs, et le
foncteur v commute aux sommes finies. La situation concernant les produits est notablement
différente :

Lemme VI.4. — La catégorie £§°" est additive.

Démonstration. — Les correspondances finies de X vers Y forment un groupe c¢g (X,Y) et la
composition est biadditive par définition. La catégorie £§°" admet un objet initial, le schéma vide
@. C’est aussi un objet final, car il existe une unique correspondance finie X e— & — soit le cycle
associé au sous-schéma fermé @ de X xg @ = &.



Considérons deux schémas X et Y dans .%Zs et posons Q = X LY. On dispose des immersions
ouvertes et fermées canoniques : i : X — @Q et j : Y — Q. Mais par ailleurs, on peut définir des
S-correspondances finies :

p:Qe— X
q:Qe—~Y
en posant p = (Ax,5)Qx, ¢ = (Ay/s)qy. On peut alors vérifier facilement les relations suivantes :
pi=1x, qj =1y, pj=0, ¢i=0, ip+jg=1q
qui montrent que @ est a la fois la somme et le produit de X et Y dans la catégorie .£§". O
VI.2.0.d. — Si f: X — Y est un morphisme fini pseudo-dominant dans .Zs, on notera simple-
ment * f la S-correspondance finie (I'¢)y x qui lui est associée (c¢f. example VI.1). On peut décrire

la composition avec ce type de correspondance finie, d’une maniere tout & fait analogue & ce
qu’on a obtenu dans la proposition V1.3 :

Proposition VI.5. — 1. Pour tout S-correspondance finie o : Xo— Y et tout morphisme fini
pseudo-dominant g : Z — 'Y dans Ls, on a :

fgoa = (g xs X)*(a).

2. Pour tout S-correspondance finie 3 : Yeo— Z et tout morphisme fini pseudo-dominant f :
Y — X dans Zs, on a :

Bolf=(fxs2)(B).

Démonstration. — La démonstration de ces deux points est identique a la celle des points 2 et 3
de la proposition VI.3. O

Remarque VI.2. — On en déduit en particulier que pour deux morphismes finis pseudo-
dominants X %V % Z dans Zs,H(go f)="tfolg.

On obtient facilement la formule des traces suivantes :

Proposition VI.6. — Soit f : Y — X un morphisme pseudo-dominant dans £s. Considérons
(Yy)ier la famille des composantes irréductibles (donc connexes) de Y. Pour tout indice i € I, on
note d; le degré résiduel de f au point générique de Y;.

Alors, fo'f =737, div;, ot v; est le projecteur de Y sur'Y; (cf. lemme VI.4).

Démonstration. — Pour calculer la composée de ’énoncé, on est amené suivant le calcul donné
dans le paragraphe VI.2.0.b & considérer le carré cartésien :

Ff xYFf%Ff

l i

Ff —Y.
Or ce carré est formé d’isomorphismes. On déduit donc de la proposition VI.2 la formule suivante :
Fo'f =pxyx. (T xy Tp)xyx)-

Il ne reste donc plus qu’a calculer une image directe. Or, pysy envoie surjectivement I'y xy I'y
sur la diagonale de X. La restriction de p3¥sy & ce sous-schéma fermé est donc isomorphe au
morphisme f :Y — X ce qui permet de conclure. O

(D Plus précisément, duale.



Remarque VI.3. — Cette proposition est liée a la formule des traces qu'on a déja vue dans le
cas des morphismes plats finis (¢f. proposition I1.20). Nous verrons plus tard que les correspon-
dances finies agissent sur les groupes de Chow, et que la formule précédente est dans ce cas une
généralisation de celle de loc. cit. au cas d’un morphisme non nécessairement plat.

Notons pour terminer la formule de changement de base suivante :
Proposition VI.7. — Considérons un carré cartésien dans Ls

Y/LY

o

X/LX

tel que f est fini pseudo-dominant. Alors,
‘fop=qo'y.

Démonstration. — 11 suffit de montrer la formule suivante, qui est formellement équivalente a la
précédente : On montre la formule équivalente suivante :

(Iyo'f)op=(lyog)o’y.

Or pour cette derniere, si 'on applique les formules des propositions VI.3 et V1.5, on est ramené
a la formule 4 du paragraphe V.4.0.1, appliquée au cycle a = (Ay/g)yy et au carré cartésien de
Ly

VY =YY

o,

p

YX' —YX

obtenu par changement de base suivant Y — S. O

3. Structure monoidale

VI1.3.0.e. — On aimerait faire du produit dans .Z5 une structure monoidale dans .£§°". Sur les
objets, ce produit tensoriel correspondra au produit des S-schémas. Le probleme est de définir le
produit tensoriel des correspondances.

Considérons des correspondances finies :

a:Xe=Y, [B:XesY

Le produit tensoriel de « et 3 doit étre une correspondance finie de la forme X X’e— YY”’. On la
définit par la formule :

(VL.2) a®g = P§¥§(/Y/ (a)-p§1}/x’7y/ (B).

Comme dans le cas du produit de composition, il nous faut justifier que cette formule a bien un
sens.

On se réduit pour cela au cas on a = (U)xy (resp. 8 = (V) x/y/) pour un sous-schéma fermé
integre U (resp. V). Soit p : U — X la projection évidente ; par définition, le morphisme p est fini
pseudo-dominant.

Montrons d’abord que l'intersection en jeu est propre. Notons que I'intersection de UX'Y” et
XYV dans XY X'Y’ est simplement le S-schéma produit UV. On pose n = codimxy (U) et



m = codimxy- (V). Considérons les carrés cartésiens suivants :

UV —UX'Y’

pl/ i lp/ \Lp
i’y P

b'e
XV XX,Y, L/Y/) X

)

ol i’y est I'immersion fermée évidente. On déduit du théoréme V.17 appliqué au morphisme fini
pseudo-dominant p (X est régulier) que p’ est fini pseudo-dominant. Appliquant le méme théoréme
a p’, on obtient que pour toute composante irréductible W de UV,

codimy xy (W) = codimxy (X X'Y') = m.
Or, XY X'Y" est régulier, donc caténaire (¢f. remarque IV.14). Comme UX'Y” est purement de
codimension n dans XY X'Y”, on obtient 1’égalité
codimyy xy' (W) = codimxy x/y (UX'Y") + codimy xy (W) =n +m
et cela conclut.

Enfin, le théoréme loc. cit. montre que p” est fini pseudo-dominant, et donc que UV — X X’
est fini pseudo-dominant.

Définition VI.4. — Avec les notations qui précedent, on définit le produit tensoriel de « et 3
comme le cycle a ®g 8 de XY X'Y’ dans la formule VI.2.

D’apres la commutativité (resp. lassociativité) du produit d’intersection des cyles — ¢f. formule
(I4) du paragraphe I1V.2.0.d (resp. proposition IV.20) — ce produit tensoriel est symétrique (resp.
associatif). Il est de plus bifonctoriel :

Proposition VI.8. — Considérons des S-correspondances finies :
a:X—-Y, o:Y—-Z
8: X' =Y, 3:Y =27
Alors,
(VL.3) (o' o) @Y (B oB) = (! @ B) o (a ¥ B).
Démonstration. — On démontre cette formule comme on a démontré I'associativité du produit

de composition des correspondances finies (¢f. proposition VI.3) : pour calculer les deux membres
de (VL.3), on peut tirer tous les cycles dans XY ZX'Y’'Z’ et repousser le résultat dans X ZX'Z’;
on est alors ramené & 1’associativité du produit d’intersection (cf. proposition IV.20). O

On a donc obtenu la proposition suivante :

Proposition VI.9. — La catégorie £§°" munie du produit tensoriel
[X] @5 [Y]=[X xsY]

pour X et Y des schémas dans Ls et du produit des correspondances de la définition VI.4 est
monoidale symétrique.

Le foncteur graphe v : Ls — Z§ est de plus monoidal, ot ZLs est muni de sa structure
monoidale définie par le produit des S-schémas.

Démonstration. — Il ne reste plus qu’a démontrer ’assertion concernant le foncteur . Etant
donné des morphismes f: X — Y et g: X' — Y’ dans .%s, on doit montrer :

4] &5 [Tyl = Cpxsql-

Cela résulte facilement de la formule des Tor et du fait que le morphisme de projection I'y — S
est lisse, donc plat. Les détails sont laissés au lecteur. O



Remarque VI.4. — Reprenant la démonstration précédente, on déduit de plus que pour des
morphismes finis pseudo-dominants f:Y — X, g : Y’ — X’ dans Zs, on a la relation suivante :

"fostg="(fxs9),

le morphisme f xg g étant encore fini et pseudo-dominant d’apres le théoréeme V.17.
Rappelons la définition abstraite suivante :

Définition VI.5. — Soit € une catégorie monoidale symétrique, avec pour produit tensoriel ®
et pour objet unité 1.

Soit X un objet de €. On dit que X est fortement dualisable si il existe un objet XV de € et
des morphismes

L XeXY -1
n:1—-X"®X
tels que les morphismes composés suivants

Xox'ex L x 1@ xoxVeoXx
(V1.4)

XVeoXxox¥ 22 x M xVe x o xVY

sont l'identité.
Lorsque de telles données sont associées & X, on dit que XV est un dual fort de X. On dira
encore que X est fortement autodual si X est un dual fort de lui-méme.

Pour tout couple (Y, Z) d’objets de €, on déduit des relations ci-dessus que les morphismes
suivants

) (n®1Y)*

Homy (X ®Y,Z) — Homg (XY @ X @V, XV @ Z Homy (Y, XY ® Z)

(n®1z)«
AL AN

Homg (Y, XY ® Z) — Homg (X @Y, X @ XV ® Z) Hom¢ (X ®Y, Z)

sont, des bijections réciproques I'une de 'autre.
Autrement dit, le foncteur X ® . est adjoint & gauche du foncteur XV ® . Ainsi, le triplet
(XV, p,m) détermine XV & isomorphisme unique pres.

VI1.3.0.f. — Revenons maintenant a la situation de la catégorie monoidale .Z§°", 'unité de la
structure monoidale étant I'objet [S].

Proposition VI.10. — Soit X 25 S un morphisme étale fini, et & : X — X xg X le morphisme
diagonal associé.

Alors, [X] est fortement autodual, avec pour morphismes de dualité les morphismes composés
sutvants :

[X] ®s [X] = [X x5 X] > [X] & [$] = 1.
] 2 [x] & [X x5 X] = [X] @5 [X].

Démonstration. — 1l s’agit de vérifier les relations (VI.4). Pour la premiére relation, on justifie le
calcul suivant :

((pot5)®1x)o(1®(5otp)) @ (pxslx)of(d xsglx)o(lx xg68)o'(lx xgp)

(:2)( Xslx)O(sOt(sOt(IX Xsp)

3
(:) 1X><5X;
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Pégalité (1) résulte de la proposition VI.9 et de la remarque VI.4, ’égalité (2) résulte de la pro-
position VI.7 et 1’égalité (3) de la remarque VI.2. La deuxieme relation se montre de maniere
analogue. O

Remarque VI.5. — En particulier, pour tout triplet (X,Y,Z) de schémas dans Zs tels que
X/S est étale fini, on obtient un isomorphisme canonique :

Cs(X XSY,Z)ZCS(Y,X X5 Z).

4. Fonctorialité

On étudie dans cette sous-section la fonctorialité de la catégorie £§°" par rapport a S.

4.1. Restriction. —

VI.4.1.a. — Soient S et T des schémas réguliers, et p : T — S un morphisme lisse séparé de
type fini.
Pour des schémas X et Y dans %, on introduit le carré cartésien suivant :

X xpY X% X %Y

o
dr/s

T—L s TxgT

olt le morphisme é7,5 est le morphisme diagonal de T'/S et (1) est le produit des morphismes
structuraux évidents. Par définition, d7 /g est une immersion fermée et il en est de méme de dxy.

Etant donnée une T-correspondance finie o € er (X,Y), on vérifie grace au lemme VI.1 que le
support du cycle dxy.(«) est fini et pseudo-dominant sur X. C’est donc un élément de cg (X,Y).

Proposition VI.11. — Considérons des schémas X, Y et Z dans £Lr ainsi que les notations
introduites ci-dessus.

L. Soit f : X — Y un T-morphisme. On note I'y/p (resp. T'y;g) son graphe en tant que

T-morphisme (resp. S-morphisme). Alors, (SXY*(<Ff/T>X><Ty) = (T s)xxsv-
2. Pour toutes correpondances finies « € er (X,Y) et B € er (Y, Z), on a l’égalité suivante :
dxz«(Boa)=dyz«(B) o (Oxy«(a).

Démonstration. — La premiere affirmation résulte facilement du carré cartésien de schémas sui-
vant :

v Ty X

\L(SXY
Yf/s

Y Y xg X
olt v¢/s (resp. v¢,7) est le graphe de f vu comme S-morphisme (resp. T-morphisme).
Pour la deuxieme égalité, on fait introduit les notations du diagramme suivant :

X xp Y~ DXY2 B S C X xpY xpZ —2v2 B SC Y xp Z

VAR

X x7Y XXTYst dxyz XXSYXTZ Y x¢+Z

N A

XxgV < X sV xgZ ——>Y x5 2,
pXYZ pXYZ
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dans lequel les fleches horizontales sont les projections canoniques évidentes et les autres fleches
sont des immersions fermées.
Alors, on obtient la deuxiéme assertion de la maniére suivante :

()87 2 (@) = P¥E . 0xv 2. (652 (9)-aXY 2
= pX{7.dob. (b0 (B).a"p" ()
= PXv 2.dx (q*(ﬂ)-b*a*p* (a))
= pX{ 7 (a7 (D) c.p’ (@)
= DXy 2. (d*q*(ﬂ)-c*p* (a))

:p§§z*(p§§z Sy z+(B)-pxy 2 5XY*(a)>

* * *

(o))

Sxz:(ax? ) . <Q§EZ/Z

en utilisant le fonctorialité du pushout et du pullback (plat) ainsi que les formules de projections
(3) et (4) du paragraphe V.4.0.1 O

Définition VI.6. — Avec les notations de VI.4.1.a, on définit un foncteur de restriction :
fu :gquT — fgor
X-T) —» (X—>T ER S)
(a: Xe=Y) — oOxys(a).

La formule (fg); = fig4, pour des morphismes lisses séparés de type fini f et g, est évidente
d’apres cette définition. Par ailleurs, si fé) : L1 — Zs désigne le foncteur de restriction définit
dans le paragraphe V.4.0.i, le premier point de la proposition précédente, montre que le diagramme
de foncteurs suivant est commutatif :

fg
Ly — > L

fTCOT fﬁ $§OT.
4.2. Changement de base. —

VI.4.2.a. — On considére un schéma régulier > et un morphisme f: 7T — S dans %.

Pour des schémas X et Y dans Zs, on note toujours XY = X xg Y et pky : XY — Y la
projection canonique.

On posera de plus X7 = X xg T, et 'on notera fx : X7 — X le morphisme induit par f.

De méme, on pose XYr = (X xgY) xg T et on note

axy : XYr — Yr
le morphisme de projection canonique.

Considérons une S-correspondance finie a € ¢g (X,Y). On va définir le changement de base de
« suivant f par la formule suivante :

(VL5) ar = fxy(a)

en utilisant le pullback de la définition V.6, fxy étant un morphisme de %5. Comme on 'a fait
pour le produit de composition, on doit montrer que cette formule a bien un sens et que le résultat
est une T-correspondance finie.
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On se rameéne au cas ot @« = (U)xy pour un sous-schéma fermé integre U de XY. Posons
n = codimxy (U). Pour montrer que 'intersection en jeu est propre, il faut montrer que le schéma
fxy(U)=U xg T = Uy est de codimension n.
Considérons la factorisation canonique de fx : X7 — X sous la forme :
Xp 5 XX 5 X

ou v est le graphe de f vu comme S-morphisme. On consideére les carrés cartésiens :

"

Ur——"—y’ U
n//£ \[‘n/ \L\n
XY Xp XY —> XY

R

X" Xp X 1> X,

ot les entiers m, m’, m”, n, n’ et n” désignent les codimensions des immersions fermées considérées.
Puisque 7 (resp. pxy) est plat, on en déduit que n’ = n (resp. m = m/'). Puisque U/X est
fini pseudo-dominant et X régulier, on déduit du théoréeme V.17 que U’/ X1 X est fini pseudo-
dominant, par une nouvelle application du théoréme résultant du fait que XX est régulier, que
m' =m'.

Enfin, puisque X7 XY est régulier, il est caténaire (c¢f. remarque IV.14). On en déduit (raison-
nant sur chaque composante irréductible) que n’ +m” = m’ 4+ n”. Ceci implique n = n”, comme
attendu.

Enfin, appliquant a nouveau le théoreme V.17, Ur est fini pseudo-dominant sur Xp, ce qui
montre que ar € ¢y (X1, Yr).

Proposition VI.12. — Considérons les notations précédentes. Alors, pour toute T-
correspondances finies « € cg (X,Y) et B € cs (Y, Z), on a :

Broar =(Boa)r.

Démonstration. — On reprend les notations de VI.4.2.a pour les projections canoniques. Alors,
on peut faire le calcul suivant :

(fyzB) o (fxya) = q?(()%Z*(q}/ﬂZ’Z*(f}*’Zﬁ)'Q))g});Z*(f;(Ya))
= Q))ggz* (f;(YZ(p§€z*ﬁ)~f§YZ(p§(§Z*a>) (1)

= X2 v (WX 00X ) @)
 fra (. (0K 03 ) ) @

ou les égalités résultent toutes des formules du paragraphe V.4.0.1 : I'égalité (1) résulte de la
fonctorialité du pullback (formule 2), ’égalité (2) de la compatibilité du pullback avec le produit
d’intersection (formule 1) et 1’égalité (3) de la formule de changement de base (formule 4). O

Définition VI.7. — Suivant les notations de la proposition précédente, on associe a f un fonc-
teur de changement de base :

f* : D%SQOT N ‘Z’JGOT’
X/S w Xp/T
(a: Xe—=Y) — arp.

On résume les propriétés de ce foncteur de changement de base dans la proposition suivante :

Proposition VI.13. — Considérons les hypothéses de la définition précédente.
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1. Le foncteur f* est symétrigue monoidal.

2. Soit fy + Ls — Lr le foncteur de changement de base introduit dans V.4.0.i. Alors, le
diagramme suivant est commutatif :

Vs
Ls 2 25

|

L s prer,
3. Soit g : W — T un morphisme de L. Alors, on a un isomorphisme canonique de foncteurs :
(fog) ~g"of"

Démonstration. — 1. Pour deux S-correspondances finies o € ¢g (X,Y) et 8 € ¢ (X', Y’), on
justifie ce premier point par les égalités suivantes :
% * It *
(@@ B)r = fxxvy (p§§'YY’ (@)-PX vy (ﬁ))
* XY * * X'y’ ¥
= (fXX’YY/pXX/YY’ (a)) : (fXX’YY’pXX/YY’ (5))
XY * X'y’ *
= (QXX’YY’ (CYT)) . (QXX’YY’ (5)) :
(Voir le paragraphe V.4.0.1 pour une justification).

2. Pour tout S-morphisme f : X — Y, on a un isomorphisme canonique de schémas, I'y, —
I't xg T'. Deés lors, ce point résulte de la formule des Tor permettant de calculer (VI.5) dans le cas
a = (I'f)xy et du fait que I'y est plat sur S.

3. Bien sur, pour un S-schéma lisse X, on a un isomorphisme canonique de schémas :
Xw ~ (X7)w. Le point résulte simplement de la fonctorialité du pullback compte tenu de cet
isomorphisme (c¢f. V.4.0.1, formule 2). O

4.3. Restriction et changement de base. — On obtient facilement la proposition suivante :

Proposition VI.14. — Soit f : T — S un morphisme lisse séparé de type fini. Alors, le foncteur
fo  LFeT — ZLE" est adjoint a gauche functeur f* 1 L5 — L5807,

Démonstration. — Soit X (resp. Y) un schéma de Zs (resp. .%r). Notons que ¥V xg X ~
Y xp (X xgT) — clest la formule 2 du paragraphe V.4.0.i. On en déduit donc par définition
des correspondances finies un isomorphisme

cs (fo(Y), X) — cr (Y, (X))
et 'on vérifie facilement qu’il est naturel en X (resp. Y') par rapport aux S-correspondances (resp.

T-correspondances) finies. O

VI.4.3.a. — Considérons I’adjonction ( fy, f*) obtenue dans la proposition précédente. Rappelons
qu’on lui associe deux transformations naturelles :

a(py,p*) : 1 — f*fy
a(pg,p*): fuf " — 1

appelés respectivement 'unité et la counité de I’adjonction et telles que les composées suivantes
soient 'identité :

a(py,p™) «, @ (pg,p")
fo =5 R f — f

7 a’(py,p™) Fhf a(ps,p”) .
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Remarque VI.6. — 1. La transformation naturelle a’(py, p*) évaluée en un S-schéma X dans
%5 est le morphisme de projection canonique :

X xgT — X.

2. Considérons un T-schéma Y dans Zp. Alors, le morphisme de projection Y xgT" — Y admet
une section canonique Y — Y xg T qui n’est autre que I’évaluation de a(py,p*) en Y.

VI.4.3.b. — Considérons un carré cartésien de schémas
y —2 o7
P
X—5
dans % tel que p est lisse séparé de type fini.

Les morphismes d’unité et de counité permettent de construire une transformation naturelle
canonique :

a’(pg,p*) a(gy,9™)
(VL6) @9 —— @9 PPy = @ q oy —— [y
On Pappelle le morphisme d’échange associé au carré A.

Proposition VI.15. — Le morphisme d’échange (V1.6) est un isomorphisme.

Démonstration. — Considérons un schéma V dans Zp. Par définition, ¢;¢*(Y) = Y x7 V vu
comme un X-schéma. De méme, f*py(Y) =Y xg X. Comme le carré A est cartésien, il existe un
X-isomorphisme canonique Y X7V — Y xg X. La remarque VI.6 montre que cet isomorphisme
est 1’évaluation de (VI.6) en X, ce qui conclut. O

VI.4.3.c. — Considérons un schéma X (resp. Y) dans Zs (resp. Zr). On déduit du fait que f*
est monoidal la transformation naturelle suivante :

(VL7)
" a(fs,f") . x N o' (f5,£7)
Y @r f1(X) == f (f* 1Y) @ f(X)) = fif* (f(Y) @5 X) ——= f(Y) ©s X.
Cette fleche est naturelle en X et en Y par rapport aux correspondances finies. On I'appelle le
morphisme de projection associé au foncteur monoidal f* et a son adjoint a gauche.

Proposition VI.16. — La transformation naturelle (V1.7) est un isomorphisme.

Démonstration. — La démonstration consiste juste & calculer les transformations naturelles mises
en jeu et a constater que la fleche (VI.7) n’est autre que I'isomorphisme canoniquede schémas :

YXT(XXST);YXSX.
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