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COURS X

FAISCEAUX HOMOTOPIQUES

1. Correspondances finies & homotopie pres
1.1. Relation d’homotopie. — Fixons un schéma régulier S.

Définition X.1. — Considérons deux S-correspondances finies a, 3 : Xo— Y. Notons sg (resp.
s1) la section nulle (resp. unité) X — Al du X-schéma en anneaux AlL.

On dit que «a est homotope & 3 s'il existe une S-correspondances finie H : AL e— Y tel que
Hosy=a, Hos; = (3. On note encore a ~p, 3 et on dit que H est une homotopie de « vers 3.

Lemme X.1. — 1. Considérons deuz S-correspondances finies c, 3 : Xe— Y telles que o ~p,
s.
(a) (—a) ~n (=P).
(b)
(¢) Pour toute S-correspondance v:Y —Y', yoa ~p yo .
(d)

(e) Pour toute S-correspondance v: X' —Y', a®% v~ B QU ~

Pour toute S-correspondance v : Xoe—Y , a+v ~p B+1.
Pour toute S-correspondance v : X' — X, aoy ~yp for.

2. La relation ~y, est une relation d’équivalence.

Démonstration. — Considérons ensemble de propriétés du point 1 et notons H : AL e— Y une
homotopie de « vers (. Alors, dans chacun des cas considérés, les homotopies attendues sont
données par les formules suivantes :

l.(a) —H

1.(b) H+~op

1.(c) vyo H.

1.(d) Ho (1, &4 7).

1.(e) H®Y ~

Il en résulte que « ~p, G si et seulement si (o — 3) ~p, 0. Le point 2 suit alors facilement. O

Il en résulte que les classes d’équivalences de S-correspondances finies pour la relation d’homo-
topie forment un groupe et que la loi de composition se factorise par cette relation d’équivalence.



Définition X.2. — Pour des schémas X, Y dans %5, on note mg(X,Y) le groupe des S-
correspondances finies modulo homotopie. On note 7.£§°" la catégorie ayant mémes objets que
Zs avec pour morphismes de X vers Y le groupe 7g(X,Y).

Notons que la catégorie m.25°" est additive et, d’apres 1.(e) dans le lemme précédent, monoidale

symétrique telle que le foncteur plein canonique
Z‘SCOT N 7_‘_D%S'CO”‘

est additif monoidal symétrique.
Par ailleurs, si ¥ est un schéma régulier, pour un morphisme f : 7' — S dans % (resp. lisse
cor

séparé de type fini) le foncteur f* : Z5" — Zf°" (vesp. fy : L5 — Z£§°7) introduit dans la
définition VL7 (resp. VL.6) induit un unique foncteur

(X.1) FrongLer s pger
(X.2) fo 1 mLET s LT

1.2. Groupe de Picard. —

X.1.2.a. — Considérons un schéma X ainsi que le site de Zariski Xz, qui lui est associé dans
I’exemple VIIL5.

On note @/bx la catégorie des faisceaux abéliens sur X z,, (voir paragraphe VIIL.5.0.r). Rappe-
lons que d’apres la proposition VIII.9, c’est une catégorie abélienne de Grothendieck, monoidale
symétrique fermée.

Si F' est un pré-faisceau d’ensembles (resp. abélien) sur Xz, et = un point de X, on définit sa
fibre au point x comme ’ensemble :

F, = lim F(V)
Vev(z)
(voir aussi le paragraphe I1.1.2.f). Rappelons que le foncteur ®, : F' — F, est exact sur la catégorie
des faisceaux (resp. abélien) sur Xz, et que la famille de ces fonteurs pour x un point de X est
conservative (méme démonstration que pour la proposition IX.6). Notons par ailleurs que @, est
monoidal.

Remarque X.1. — Concernant la fonctorialité, les catégories &/bx possedent des propriétés ana-
logues a celles déja vues pour les faisceau Nisnevich sur Zs.

Plus précisément, pour tout morphisme de schémas f : Y — X, on définit une adjonction de
catégories abéliennes :

[l abxy S aby : f,

telle que pour tout faisceau € sur X z,,, et tout ouvert Vde Y, f.(€)(V) = E(V xxY). Le foncteur
f~1 est monoidal.

On a par ailleurs un morphisme de restriction : pour toute immersion ouverte j : U — X, on
obtient une adjonction de catégories abéliennes :

g by — by jr.

X.1.2.b. — Considérons & nouveau un schéma X . Le faisceau d’anneaux Ox sur X z,, peut-étre
vu comme un monoide de la catégorie monoidale @by : on définit un Ox-module comme un
faisceau abélien £ sur Xz, munit d’une action de Ox : Ox ® £ — £. Il revient au méme de
demander que pour tout ouvert U C X, £(U) est un Ox (U)-module, de fagon naturelle en U. On
note Ox —mod la catégorie des Ox-modules. Comme dans le cas des modules sur un anneau, on
obtient une adjonction de catégories

L:obx S Ox—mod:o



ol o est le foncteur d’oubli. Le foncteur L est exact. On en déduit formellement que la catégorie
Ox —mod est abélienne de Grothendieck.

Considérons les notations de la remarque X.1. Pour tout morphisme de schémas f : Y — X,
on dipose de morphismes d’anneaux canoniques

f7H0x) — Oy,
Ox — f«(Oy).
Si € est un Ox-module, f~1(€) est un f~!(Ox)-module et on pose : f*(€) = f~1(E)®p-1(0,)Ox.
Si F est un Oy-module, fi(F) est un f.(Oy)-module et donc, par restriction des scalaires, un

Ox-module que 'on note encore f,(F).
On a ainsi définit une adjonction de catégories abéliennes :

(X.3) f*:Ox—mod S Oy —mod : f..

Notons que le morphisme f* est par définition monoidal symétrique. Danslecasou f =5 : U — X
est une immersion ouverte, j*(£) = &|y est simplement la restriction de £ & Uz, (c¢f. paragraphe
I1.1.3.a).

Définition X.3. — Soit £ un Ox-module.

1. On dit que & est libre s’il est isomorphe O% pour un entier n > 0. Si X est non vide, 'entier
n est est alors uniquement déterminé. On 'appelle le rang de &.

2. On dit que & est localement libre si pour tout point x de X, il existe un ouvert U C X tel
que &|y est libre. On note alors rg, (€) le rang de &|y.

3. On dit que & est inversible s’il est localement libre de rang 1 en tout point de X.
Les modules libres (resp. localement libres, inversibles) sont stables par le foncteur f*.(1)

X.1.2.c. — Comme Ox est un monoide commutatif de la catégorie @by, la catégorie O x —mod
est monoidale symétrique. On note ®p, sont produit tensoriel. Notons enfin que pour tous Ox-
modules £ et F, le préfaisceau

U H0m0X|U(8|U7F‘U)

est un faisceau qui porte une structure naturelle de Ox-module. On vérifie facilement que le
bifoncteur Hom,  ainsi définit est I'adjoint & droite du bifoncteur ®o, .

Si € est un Ox-module, on pose £Y := Hom(&, Ox) en utilisant le Hom interne de la catégorie
Ox —mod. On dispose donc d’un morphisme d’adjonction canonique :

(X.4) E®oy £V — Ox.
Proposition X.2. — Supposons que & est localement libre. Alors, les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) € est un Ox-module inversible.

(ii) Le morphisme (X.4) est un isomorphisme.

Démonstration. — Calculant la fibre de (X.4) en un point z € X, on est ramené au cas des
Ox z-modules qui est trivial. O
Remarque X.2. — On peut aussi montrer par le méme raisonnement que si £ est localement

libre de rang fini (en tout point de X), alors £ est fortement dualisable dans O x —mod avec pour
dual fort £Y (voir définition VL.5).

(1) Cela résulte simplement de la relation f*g* = (gf)*.



X.1.2.d. — Notons que les Ox-modules inversibles sont trivialement stables par produit tenso-
riel. La proposition précédente montre que I’ensembles des classes d’isomorphies de Ox-modules
inversibles forment un groupe Pic(X) dont la loi est engendrée par ®p .

Définition X.4. — On appelle Pic(X) le groupe de Picard de X.

Pour tout morphisme de schémas f : Y — X, les Ox-modules inversibles sont stables par le
foncteur de changement de base f*. On en déduit un morphisme canonique de groupes abéliens :

(X.5) Pic(X) — Pic(Y), [£L] — [f*(L)].
Ezemple X.1. — Soit A un anneau, X = Spec(A4). On note M le faisceau associé au préfaisceau :
U—M®s0x(U).
D’aprés cette définition, M est un @ x-module. 11 est évident que A = Ox. Par ailleurs, le foncteur
A—mod — Ox —mod, M — M.

est monoidal. Généralisant la proposition I1.5, on obtient de plus que ce foncteur est une
équivalence de catégories (voir [EGA1, 1.3.8, 1.4.2]).

Il en résulte que le groupe de Picard de X est isomorphe a ’ensembles des classes d’isomorphies
de A-modules projectifs de type fini de rang 1 (d’apres la proposition IV.12, M est projectif de
type fini si et seulement si M est localement libre de rang fini).

Rappelons qu'un schéma X est dit semi-local s’il n’a qu'un nombre fini de points fermés. Alors
X est nécessairement un schéma affine, spectre d’un anneau semi-local A. L’exemple précédent
donen facilement le résultat suivant :

Corollaire X.2.1. — Soit X un schéma semi-local. Alors, Pic(X) = 0.

Démonstration. — D’apres 'exemple précédent, il s’agit de montrer que tout A-module M pro-
jectif de type fini localement libre de rang 1 est libre. Soit M un tel A-module.

Soit (m;);es la famille finie des idéaux maximaux de A et a = N;e;m; le radical de Jacobson de
A. On pose k; = A/m;.

Pour tout ¢ € I, My, est un Ay,-module libre de rang 1. Il existe donc un élément x; € M tel
que x; est non nul dans M ® 4 k;.

Appliquant le théoréme du reste Chinois & 'anneau A/a, pour tout ¢ € I, il existe un élément
\i € A tel que pour tout j € I, la classe \; dans k; vérifie :

- {1 sii=j,
0 sinon.
On pose = ), ; A.z;. Il en résulte que pour tout i € I, la classe de x dans M ®4 k; est non
nulle ; ¢’est donc une base de ce k;-espace vectoriel qui est par hypotheése de dimension 1.
Considérons maintenant le morphisme ¢ : A — M, A — A.x et montrons que c’est un isomor-
phisme. D’apres le lemme de Nakayama et la propriété précédente de x, ce morphisme est surjectif.

Notant N son noyau, il reste & montrer que N = 0.
Le A-module M étant projectif, la suite exacte des Tor suivante :

P®aA/a
L

. — Tor{' (M, Aja) = N®4 Ala — AJa M®asAla—0

montre que N ®4 A/a =0 et le lemme de Nakayama permet de conclure. O



On dit qu'un schéma integre noethérien X est localement factoriel si pour tout point x € X,
l’anneau local Ox , est factoriel.(?) Ainsi, tout schéma régulier est localement factoriel. Rappelons
le théoréme suivant :

Théoréme X.3. — Soit X un schéma noethérien normal.
Alors, il existe un morphisme canonique

Pic(X) — CH'(X)

naturel en X par rapport aux morphismes plats.(3) Si X est localement factoriel, ¢’est un isomor-
phisme.

Pour ce théoréme, on réfere le lecteur & [21.6.10, EGA4] (ou pour une référence plus accessible :
[Har77, 6.16]).

Remarque X.3. — La construction de cet isomorphisme utilise la notion intermédiaire de divi-
seurs de Cartier qui permet de donner une description plus intrinséque du morphisme (11.26) —
plus proche de la notion de diviseur dans le cas affine.

Ezxzemple X.2. — Soit A un anneau noethérien integre factoriel. Alors, pour tout ouvert U de
Spec(A), Pic(U) = 0.

Cela résulte du théoreme précédent, de ’exemple I1.22 et du fait que le morphisme canonique
j*: CHY(X) — CH(U) est surjectif.

1.3. Le théoréme de Suslin-Voevodsky. —

X.1.8.a. — Rappelons qu’une paire fermée est un couple (X, Z) formée d’un schéma X et d'un
sous-schéma fermé Z. Considérons une telle paire fermée (voir paragraphe VIIL.2.2.a).

Pour un Ox-module inversible, on pose par commodité : L]z = i*(£) o i : Z — X est
I'immersion fermée structurale. Une trivialisation de L au-dessus de Z est un isomorphisme s :
Oxlz — L|z.

Les couples (£, s) formés d’'un Ox-module inversible £ et d’une trivialisation s de £ sur Z
forment une sous-catégorie de la catégorie des O x-modules avec pour fleches les morphismes O x-
linéaire ¢ : L' — L tel que le diagramme suivant est commutatif :

Oxlz

vlz

Llz Lz.
On note Picx,z cette catégorie.
Si £ (resp. £') est un Ox-module inversible munit d’une trivialisation s (resp. ') sur U, le

morphisme s ®p, " est une trivialisation de £ ®o, L au-dessus de Z.

Définition X.5. — Soit (X, Z) une paire fermée, U = X — Z. On définit le groupe de Picard
relatif Pic(X, Z) comme l'ensemble des classes d’isomorphismes de la catégorie Picx,z muni de la
loi de groupe induite par ®o .

On obtient par construction un morphisme de groupes abéliens :

(X.6) Pic(X, Z) — Pic(X).

Plus généralement, si Z' C Z est un sous-schéma fermé, on obtient un morphisme de groupes
abéliens :

(X.7) Pic(X, Z) — Pic(X, Z'),[(L, s)] — [(L, s]z/)]-

(24.e. dans Ox z, tout idéal premier de de hauteur 1 est principal.
() En considérant la fonctionrialité de (X.5) et de la définition I1.26.



Si f:Y — X est un morphisme de schémas, T = f~1(Z), on définit un morphisme de groupes
abéliens
fF:Pie(X,Z) — Pic(Y,T),[(L,8)] — [(f*L, f*s)].

Le morphisme (X.7) est naturel vis & vis de cette fontorialité.

Définition X.6. — Soit f: X — S un morphisme séparé de type fini.
Une compactification de f est une factorisation

xLxLs
de f telle que j est une immersion ouverte et f un morphisme propre.

De maniere abrégée, on dit encore que X /S est une compactification de X/S. On identifie X &
un ouvert de X et on note X, le fermé complémentaire, munit de sa structure réduite. On appelle
X le lieu a linfini de la compactification X /S.

Remarque X.4. — Le théoreme de Nagata affirme que si S est noethérien, tout S-schéma séparé
de type fini admet une compactification (cf. [Con0T7]).

X.1.3.b. — Considérons un schéma affine régulier S. On dit qu'un schéma X est quasi-affine
si c’est un ouvert d’'un schéma affine. Pour abréger, on dit qu'un S-schéma X est une courbe
(relative) s’il est de type fini et ses fibres sont de dimension 1.

Définition X.7. — Soit X/S une courbe quasi-affine lisse. Une bonne compactification de X/S
est une compactification X /S telle que :

1. X/S est une courbe.
2. X est normal.

3. Il existe un ouvert V de X tel que V est affine sur S et X, C V.

Remarque X.5. — Ces hypotheses impliquent en particulier que X, est un schéma affine et
propre sur S. Il en résulte que X, est fini sur S (c¢f. [4.4.2, EGA3]).

X.1.3.c. — Considérons les hypotheses de la définition et supposons donnée une bonne compac-
tification X /S de X/S.

Lemme X.4. — Tout sous-schéma fermé Z de X qui est fini et pseudo-dominant sur S est de
codimension pure égale a 1 dans X.

Démonstration. — On raisonne sur les composantes irréductibles de Z et ’on peut donc supposer
que Z est irréductible. Soit x son point générique et s son image dans S.
Notons k et F les corps résiduels respectifs de s et z. On note Xy = X x g Spec(k) la fibre de X
au-dessus de s. Comme le morphisme canonique Z — S est fini, Z;, = Z x g Spec(k) = Spec(E).
Par hypothese, s est un point générique de S. Il en résulte que la codimension de Z dans X
est égale & la codimension de Z; dans X;. Par hypothése, X est un x(s)-schéma de type fini de
dimension 1. Comme Z; est un point fermé de X, la conclusion en résulte (c¢f. théoréme 11.8). [

Soit Y un schéma affine dans .%s. Alors, Y x g X /Y est une bonne compactification de Y x5 X /Y.
D’apres le lemme précédent, toute correspondance finie a € ¢g (Y, X) est un cycle 1-codimensionnel
dans Y xg X. Comme X est un ouvert de X, il en résulte que son image directe par le morphisme
Y xg X =Y xg X est encore 1-codimensionnel. On peut finalement considérer sa classe dans le
groupe de Chow ce qui nous donne un morphisme canonique :

cs (Y, X) — CHY(Y X).(®

(4)On a supprimé le symbole x g pour alléger les notations.



Théoréeme X.5. — Considérant les notations introduites précédemment, il existe un unique mor-
phisme pointillé rendant le diagramme suivant commutatif :

es (Y, X) — 2 o cH (v X)

|
[ T(3)
v (2) _
Pic(Y X, Y Xo) —— Pic(Y X)

dans lequel la fléche (1) est celle qui vient d’étre définie, la fléche (2) (resp. (3)) est donnée par
(X.7) (resp. le théoréme X.3).

Cette fleche pointillée se factorise par la relation d’homotopie et induit un isomorphisme :
(X.8) 75(Y, X) — Pic(Y X, Y X ).
est un isomorphisme.

On réfere le lecteur au théoreme 3.1 de [SV96].

Remarque X.6. — D’apres D'assertion d’unicité dans le théoreme précédent, 'isomorphisme
(X.8) est naturel en Y par rapport aux morphismes plats.®)

Remarque X.7. — Considérons une immersion ouverte j : U — X. Alors, U/S est encore une
courbe quasi-affine lisse. Si Z LI X, admet un voisinage ouvert affine dans X, X /S est une bonne
compactification de U/S. Dans cette situation, on peut ajouter au théoreme précédent que le
diagramme suivant est commutatif :

m5(Y,U) — Pic(YX,Y X0 UY Z)

|

75(Y, X) Pic(Y X, Y Xoo)

dans lequel la fleche verticale droite est celle de (X.7).

1.4. Construction de correspondances & homotopie prés. — La premiere application nous
permet de construire des sections locales de certaines immersions ouvertes.

Proposition X.6. — Considérons la situation de la remarque X.7 pour une immersion ouverte
j:U — X d’image dense.
Alors, pour tout point x € X, il existe un voisinage ouvert V de x dans X et un élément
a € cs (U, V) qui fait commuter le diagramme suivant & homotopie preés :
V
|
U *J> X.
Démonstration. — L’affirmation étant locale en X, et U étant dense, on peut supposer que
X est affine. D’apreés 'isomorphisme (X.8), l'identité de X correspond & un élément (£,s) de
Pic(X X, X X,,). Soit Z le fermé complémentaire de U dans X. Puisque X /S est une bonne
compactification de U/S, Z/S est fini (voir la remarque X.5).
Considérons le schéma local X(,) = Spec(Ox ;). Le morphisme induit a : X,y X5 Z — X()
est fini. Ainsi, 'ensembles des points fermés de X(,) x5 Z est égal a la fibre de a au-dessus de

I'unique point fermé z de X(,). Comme a est fini, cette fibre est finie et X(,) X5 Z est semi-local.
Il en résulte que Pic(X(,) x5 Z) = 0 (c.f. corollaire X.2.1).

(5)On peut voir qu’il est naturel par rapport & tous les morphismes de .Zs mais on n’utilisera pas ce résultat.



Appliquant cela a la restriction de £ au schéma X(,) Xs Z, on en déduit® qu’il existe un
voisinage ouvert affine V' de z dans X tel que L]y z admet une trivialisation s’.

On peut alors considérer la classe de (L] g,sy g @ §') dans Pic(VX, VX, UVZ). Notons
a : Ve— U la correspondance finie qui lui correpond par isomorphisme (X.8).

Notons que d’apres la remarque X.6, la classe de (L|y x, sy ) dans Pic(V X,V X,,) correspond
au morphisme j par (X.8). La commutativité du diagramme de ’énoncé résulte donc de la remarque
X.7. O

X.1.4.a. — Considérons un corps k. Notons que dans la proposition précédente, si S est un k-
schéma (affine) lisse de morphisme structural p : S — Spec(k), on obtient en appliquant le foncteur
py un diagramme commutatif dans 7.Z°". En utilisant I’existence de bonnes compactifications au
voisinage d’un point d’un k-schéma affine lisse, on en déduit le résultat suivant :

Proposition X.7. — Pour tout k-schéma lisse séparé de type fini et tout ouvert dense j : U C X,
il existe un recouvrement ouvert p: W — X et une S-correspondance finie o : W — U tels que le
diagramme suivant commute a homotopie pres :

U?X.

w

P

Pour plus de détails, on renvoie le lecteur a [Dég07, 4.3.22]
Citons encore I'application suivante du théoreme précédent :

Proposition X.8. — Soit C/k une courbe affine lisse satisfaisant la condition suivante :
(N) Pour toute extension finie L/k, Pic(C xj Spec(L)) = 0.
Alors, pour tout carré Nisnevich distingué de schémas affines

w—ts

h l
U—=¢C

le compleze suivant

~ e v

est contracile dans la catégorie additive m £ .

Pour ce théoreme, on réfere le lecteur & [Dég07, 4.3.24].

2. Faisceaux homotopiques

Dans cette section on fixe un corps parfait k. Tous les k-schémas considérés sont séparés de
type fini sauf mention explicite du contraire.

(6)En effet, Pic(X(z) X5 2) = h—n>1VcX Pic(V xg Z) o V parcourt les voisinages ouverts affines de « dans X.



2.1. Définition. —

Définition X.8. — Un faisceau (resp. préfaisceau) homotopique F est un faisceau (resp.
préfaisceau) avec transferts qui est invariant par homotopie (c¢f. définition I1X.12).

On note H. ;'™ (resp. H ;") la sous-catégorie pleine de A!" (vesp. 2}") formée des faisceaux
(resp. préfaisceaux) homotopiques.

Il en résulte que F' induit un unique préfaisceau
F: (r )P — atb

Joint a la proposition X.7, ce fait implique facilement le résultat suivant :

Proposition X.9. — Soit X un k-schéma lisse et 7 : U — X wune immersion ouvert d’image
dense. Soit P un pré-faisceau homotopique sur k et F le faisceau Nisnevich (resp. Zariski) sur £
qui lui est associé.

Alors, le morphisme j* : F(X) — F(U) est un monomorphisme.

X.2.1.a. — Une extension de corps F/k transcendante de degré fini sera simplement appelé un
corps de fonctions. Considérons I’ensemble M (E/k) des sous-k-algebres A C E telles que Spec(A)
est lisse de type fini sur k, ordonné par inclusion. Comme k est parfait, cet ensemble est non vide
et filtrant. On associe donc & E/k un pro-schéma :

(E) = (Spec(A)) aem(E/k)yor-
Pour un faisceau avec transferts F' sur k, on pose comme dans la définition IX.5 :

F(E)= lim  F(Spec(4)).
AEM(E/k)

Considérons une k-algebre A € M(E/k). Alors, le schéma X = Spec(A) est integre de corps
des fonctions égal a E. Si x désigne son point générique, on obtient facilement un isomorphisme
canonique

F(E) = F(X{,))
en utilisant les notations de la définition IX.5. Il en résulte que le foncteur

NI — /b, F — F(E)

est un foncteur exact qui commute aux sommes infinies (i.e. un foncteur fibre). On déduit de la
proposition précédente le corollaire suivant :

Corollaire X.9.1. — La famille des foncteurs
HM" — b, F — F(E)

indexée par les corps de fonctions E est conservative.

Démonstration. — En effet, la proposition implique que si X est un k-schéma lisse connexe de
corps des fonctions E, le morphisme canonique F(X) — F(FE) est un monomorphisme. Le corollaire
en résulte facilement. O
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2.2. Faisceau homotopique associé. —

X.2.2.a. — Considérons un pré-faisceau F' sur .%j. Soit X un k-schéma lisse et p : W — X un
recouvrement Nisnevich. Considérons les notations du paragraphe IX.2.2.b. On définit le complexe
de Cech C,(W/X,F) de W/X & coefficients dans F en appliquant F termes & termes au schéma,
simplicial W :
0= F(X) 2 F(W) — F(W xx W) — ...
Ce complexe est naturel par rapport aux recouvrements Nisnevich. La cohomologie Nisnevich a
la Cech H*(X,F) de X a coefficients dans F' est obtenue en prenant la limite inductive de la
cohomologie de ces complexes pour U/X parcourant la catégorie des recouvrements Nisnevich de
X.
On déduit de la proposition X.8 le théoréme suivant.

Théoréme X.10. — Soit F' un préfaisceau homotopique et Fyys le faisceau Nisnevich sur £
qui lui est associé.
Alors, pour toute courbe affine lisse C/k satisfaisant la propriété (N) de la proposition X.8 et
pour tout entier i > 0,
y F(C) sii=0,
Hyis (C, Fis) = { ‘
0 Sinon.
Remarque X.8. — Pour un entier ¢ > 0, on a toujours HfViS(C, Fyis) = HY(C, Fyys) (voir
[MV99, 1.9, p. 99]).
On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire X.10.1. — Avec les hypothéses et notations du théoréme précédent, le faisceau Fiyis
est invariant par homotopie.

Démonstration. — Il suffit de montrer que pour tout k-schéma lisse X, le morphisme s*
Fpis(A) — Fuis(X) induit par la section nulle de AL /X est un monomorphisme.

D’apres la proposition X.9, pour tout ouvert dense U d’un k-schéma lisse X, Fi;s(AL) —
Fyis(A};) est un monomorphisme. On peut donc remplacer X par nimporte quel ouvert dense U.

Supposons X connexe de corps des fonctions E. Considérant le pro-schéma (AL) = A} x;, (E)
avec les notations du paragraphe X.2.1.a, il suffit donc de montrer que le morphisme obtenu par
limite inductive

Fyis(Ap) — Fris(E)

est un monomorphisme. Par changement de base, on se raméne au cas d’un préfaisceau homoto-
pique sur Spec(E) et cela résulte du théoreme précédent. O

Ainsi le faisceau Fy;s, muni des transferts canoniques obtenus dans le corollaire IX.12.2, est un
faisceau homotopique.

Corollaire X.10.2. — Le foncteur ay : P — M induit un foncteur exact HP} — HAN"
qui est adjoint & gauche du foncteur d’oubli H A" — H P},

X.2.2.b. — Il résulte de ce corollaire que le foncteur d’inclusion v : H A" — A" est exact et
commute aux sommes infinies.
Si F' est un faisceau avec transferts, le préfaisceau avec transferts suivant

%
So—51

X + coKer(F(X) F(AX))

est invariant par homotopie. On note ho(F) le faisceau homotopique qui lui est associé d’apres le
corollaire précédent. On vérifie facilement que hg est adjoint & gauche du foncteur d’inclusion v.
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Si X est un k-schéma lisse, on pose ho(X) = ho(Z:(X)). On a ainsi définit un foncteur cano-
nique

ho : 7 L5 — HA.

Corollaire X.10.3. — La catégorie H ;'™ est abélienne de Grothendieck avec pour générateurs
les faisceaux homotopiques ho(X) pour un k-schéma lisse X .

Elle admet une unique structure momnoidale symétrique fermée telle que le foncteur hgy est
monoidal symétrique.
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