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COURS V

ESPACES ET SPECTRE D’EILENBERG-MAC LANE

V.1. Théoréme de Whitehead
V.l.a. Cofibrations (suite). —

V.1.1. — Nous revenons sur la notion de cofibration vue dans le cours précédent (Définition
IV.3.7 dans le cas pointé). Dans le cas non pointé, un morphisme i : A — X d’espaces est une
cofibration s’il possede la propriété de relevement a gauche par rapport aux morphismes de la
forme Y/ — Y pour Y un espace quelconque. Utilisant la propriété d’adjonction de l'espace
des fonctions (§1.2.7), cela signifie concretement que l'on peut relever les homotopies : dans un
diagramme commutatif de fleches solides de la forme suivante, la fleche pointillée existe toujours :

(V.1) Xx{oyuax1 Py,
vir=(Idx x {0})U (ixIdI)l e
X xI

Autrement dit on peut prolonger une homotopie H; : A — Y en une homotopie définie H; : X — Y
et telle que Hy = f.

V.1.2. — Le propriété de relevement & gauche (resp. & droite) a été dégagée formellement
par Quillen (cf. [Qui67]). Elle permet une grande liberté dans les raisonnements avec les CW-
complexes.

Un point de terminologie avant d’énoncer a titre s’exemple un lemme basique sur cette propriété.
Dans une catégorie ¥ quelconque, étant donné un carré cocartésien de la forme suivante :

APy

zl li’
k /
X — X'
nous dirons que ¢’ est obtenue & partir de ¢ par cochangement de base suivant h.

Lemme V.1.3. — Soit F une classe de fleches dans une catégorie €, et P la classe des fleches
de € admettant la propriété de relévement & gauche par rapport aux fléches dans F.



Alors P est stable par composition. Si de plus, € admettant des sommes amalgamées, P est
stable par co-changement de base.

Remarque V.1.4. — On en déduit immédiatement la propriété duale (obtenue en inversant le
sens des fleches) : les morphismes ayant la propriété de relevement & droite par rapport & une
classe de fleches arbitraire sont stables par composition et changement de base.

Démonstration. — Pour la stabilité par composition, soit i,j € P et f € F. On utilise le dia-
gramme commutatif suivant :
Aoy
5], 74
zi / 7
v /
B /5 |f

X —7
p

ou les fleches solides sont données. La fleche pNJ existe d’apres la propriété de relevement a gauche
de ¢ par rapport & f : c’est un relevement de p o j relativement & ¢. La fleche p existe d’apres la
prorpiété de relevement de j par rapport a f : c’est un relevement de p relativement a p.

Pour la stabilité par co-changement de base : soit i € P et f € F, ainsi quun diagramme
commutatif

tel que le premier carré est cocartésien et le deuxieéme commutatif. On veut montrer que i’ € P.
On peut alors construire les fleches pointillées rendant le diagramme suivant commutatif :

Aoy

i’ //74
. N _ 7
T pk// /o~ f
~ s P

X —-X —sX;
k P

en effet, on construit d’abord 1’7% d’apres la propriété de relevement a gauche de ¢ par rapport a
f, comme relevement de p o ¢ relativement & ¢ o h. Alors p existe d’apres la propriété universelle
de X', vu comme somme amalgamée de X et A’ le long de A : p = ],3\]; Ua q. Le fait que p est un
relevement de p par rapport a g résulte alors de la construction et de la propriété universelle de

X' =XUyA. O
Exzemple V.1.5. — Appliquant ce lemme par rapport a la classe des fleches de la forme
vy,

on obtient que les cofibrations sont stables par composition et co-changement de base.
Dualement, on obtient formellement que les fibrations (resp. fibrations faibles) sont stables par
composition et changement de base.

Définition V.1.6. — On dit qu’un morphisme i : A — X est une inclusion cellulaire si X est
obtenu a partir de A en attachant des cellules (cf. §111.2.3) et ¢ est I'inclusion canonique qui s’en
déduit.

Notons en particulier que si X est un CW-complexe et A un sous-CW-complexe, alors I'inclusion
canonique 7 : A — X est tautologiquement une inclusion cellulaire.



Proposition V.1.7. — Toute inclusion cellulaire est une cofibration.

Démonstration. — On commence par traiter le cas de I'inclusion i : S"~! — D", j.e. X = D",
A = S8""1 Dans ce cas, 'application v; du diagramme (V.1) admet une rétraction :

7 (D" x I) = (D" x {0}uS" ! x I =: B);

pour construire 7, on voit D™ x I comme sous-espace de R"*1. Soit 0 = (0, Hdots,0,2) € R*+1.
Pour tout « € D™ x I, la droite (ox) intersecte B en un point exactement noté r(x). Il est clair
que Papplication  — r(x) est continue, et définie la rétraction attendue.

Si X est obtenu a partir de A en ajoutant une n-cellule, la proposition résulte du cas précédent
et du fait que les cofibrations sont stables par co-changement de base (cf. Ex. V.1.5). Le cas général
en résulte par stabilité des cofibrations par composition (cf. & nouveau Ex. V.1.5). O

V.1.b. Equivalences d’homotopie faibles. —

Définition V.1.8. — Soit f: X — Y un morphisme d’espaces non vides.
On dit que f est une équivalence d’homotopie faible si pour tout point x € X et tout entier
n > 0, le morphisme induit :
feimn(X,2) = (Y, f(2))
est un isomorphisme.
Si f: X — Y est un morphisme d’espaces pointés, on dit que f est une équivalence d’homotopie
faible s’il I’est apres oubli des points bases.

Remarque V.1.9. — 1. Par convention, on dit qu'un morphisme f : @ — Y est une
équivalence faible si Y = @& — autrement dit si f est un isomorphisme, ce qui équivaut
dans ce cas a dire que f est surjectif!

2. La définition des équivalences d’homotopie faible sur les espaces pointés est aussi une conven-
tion. Elle permet d’éviter les morphismes tels que

FrxuXx) 1 (x s

ol les deux espaces sont pointés par un point z € X vu dans le premier facteur. En effet,
pour ce choix de points bases, pour tout n > 0, les morphismes

feim(XUX, z) = mp (X Ux,x)

sont des isomorphismes. Pourtant si X n’est pas contractile, on n’a pas envie de dire que la
source et le but de f ont méme type d’homotopie.

On notera toutefois que si X est connexe par arc, et si f : (X, z) — (Y, y) est un morphisme
d’espaces pointés tel que pour tout n > 0,

fe: Wn(va) — 7Tn(Y,y)

est un isomorphisme, alors Y est connexe par arc et f est une équivalence d’homotopie faible
dans le sens de la définition précédente.

V.1l.c. Preuve du théoréme. —

Lemme V.1.10. — Pour tout diagramme commutatif o homotopie prés de fleche solides de la

A
X

forme suivante :

q
E—

Y
o 7
s f
e
%Z
p



ou A est non vide, i est une inclusion cellulaire et f une équivalence d’homotopie faible, il existe
une fleche pointillé p tel que le triangle (1) est commutatif et le triangle (2) est commutatif a
homotopie pres, par une homotopie constante sur A.

Démonstration. — On commence par démontrer cette proposition dans le cas de l'inclusion i,, :
S"=1 — D", pour un entier n > 0. Considérons donc un diagramme commutatif & homotopie
pres :

Snfl 4‘1) Y

7
7
. <
le /E|?p lf
e

Dn Z.

On prend le point base standard de S"~! et on considére les points bases induits sur D", YV
et Z. L’application ¢ correspond donc & une classe d’homotopie dans [g] € m,—1(Y). Comme le
diagramme est commutatif 2 homotopie pres,

fe(ld)) = lgo fl1=[poin]
est trivial dans m,_1(Z). Comme f est une équivalence d’homotopie, f. est injective et on en
déduit que [¢] = 0. Cela implique qu’il existe un morphisme py : D™ — Y tel que pg o i, = q.

On ne peut pas montrer a priori que f o pg est homotope a p par une homotopie constante sur
S™~1. Toutefois, f o po|gn-1 = p|gn—1 par construction. On en déduit donc une application bien
définie :

a: (fopy)Ugn-1p: D" Ugn-1 D" — Z.
Comme D™ Ugn—1 D™ ~ S™ Dapplication a définit une classe d’homotopie dans 7,(Z). Par
hypothese, f. : m,(Y) = 7,(Z) est surjectif. On peut donc trouver une application §: S* — Y
tel que [f o 8] = [a]. Considérons I’application composée :
P st Sy

ou l'on a identifié S™ = I"™/0I™. Ainsi, p} est constante sur le bord dI™ du n-cube. De méme,
apres identification de I™ a D™ I'application py définit une application

po: 1" =Y
que I’on peut supposer constante sur I'une des faces "~ du cube I"™. On considére 1’application :

ﬁé = (ﬁé) Uln—l ﬁll) . In U]nfl In — Y

qui correspond donc a une application

Pa - D" —-Y
suivant ’homéomorphisme I"Un-1 1™ ~ I™ ~ D™. Notons que I’on peut supposer dans la construc-
tion précédente que 1’équation suivante est satisfaite :
(V.2) P2

donc P’application

Sn—1 — ﬁ0‘5n717

Po Ugn1 2 : D" Ugn-1 D" — Y’
est bien définie et par construction, [8] = [pg Ugn-1 P2]. Ainsi donc, on obtient une homotopie
pointée :
fo(PoUgn-1 p2) o (f 0 Do) Ugn-1 p.
Si ’'on compose ces applications avec l'injection vo : D™ — D™ Ugn-1 D™ dans le deuxieme facteur,
on obtient une homotopie constante sur S?~! :

(f o p2) P



Du fait de I’équation (V.2), 'application ps : D™ — Y est solution du probléme de ’énoncé dans
le cas particulier de i = i,,.

Le cas général s’en déduit par induction sur le nombre de cellules définissant 'inclusion cellulaire
1. O
Théoréme V.1.11. — Soient X et Y deuxr CW-complezes et f : X — Y un morphisme quel-
conque. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est une équivalence d’homotopie.

(ii) f est une équivalence d’homotopie faible.

Démonstration. — Le sens (i) implique (ii) est évident et il s’agit de démontrer la réciproque. Le
point essentiel est le résultat obtenu précédemment mais on commence par démontrer le lemme
suivant.

Lemme V.1.12. — Soit f : X — Y une équivalence faible entre deux CW-complezes. Alors pour

tout morphisme p: Y' — Y, il existe un morphisme p : Y' — X unique & équivalence d’homotopie
prés tel que fop ~ p.
htp

L’existence de p résulte du lemme précédent appliqué a f et ¢ I'inclusion d’un point base. Pour
Punicité, supposons qu’il existe deux solutions p1,ps : Y’ — X. On applique & nouveau le lemme
précédent au diagramme commutatif & homotopie pres :

Y' % {0,1) 22 x
7

e

Xx] ——Y.

popr1

Du fait que le triangle supérieur commute, H est bien une homotopie de p; a ps.

A partir de ce lemme on conclut facilement. Si on 'applique avec p = Idy, on trouve donc un
morphisme f’: Y — X unique & équivalence d’homotopie pres tel que f o f/ = Idy.

Par ailleurs, on peut encore appliquer le lemme précédent avec f et p = f. Notons que trivia-
lement,

fo(f'of)=(fof)of="F
On en déduit par unicité dans le lemme précédent que (f’ o f) est homotope & 'identité et cela

conclut. O

Rappelons qu’on a définit la catégorie homotopique Hot comme la catégorie formée des CW-
complexes dont les morphismes sont les classes d’homotopie. Grace au théoreme de Whitehead, on
en déduit une propriété universelle de cette catégorie qui est plus souvent prise comme définition.

Corollaire V.1.13. — La catégorie Hot est la catégorie universelle munie d’un foncteur
H: Jop, — Hot

tel que pour toute équivalence d’homotopie faible f, H(f) est un isomorphisme.

On dit encore que la catégorie Hot est la catégorie localisée de la catégorie des CW-complexes
par rapport aux équivalences d’homotopie faible.
Nous terminons par 1’énoncé d’un théoreme pour la culture.



Proposition V.1.14. — Pour tout espace topologique X connexe par arc, il existe un CW-
compleze X' et une équivalence d’homotopie faible f : X' — X.

Par ailleurs, si X est n-connexe, X' n’est formé que de cellules en dimensions supérieure n
(outre le point base).

On construit X’ de proche en proche en commencant par ajouter des n-cellules, une pour chaque
générateur du groupe 7, (X). On rajoute ensuite des n + 1-cellules correspondant aux relations de
7 (X). On répete ces deux opérations pour les 7;(X), ¢ > n sachant qu’ajouter une i-cellule & X’
ne modifie pas les groupes d’homotopie pour 7;(X’), j < i. Voir par exemple [Hat02, 4.13] pour
des détails.

V.1.15. — La catégorie homotopique admet donc la propriété universelle suivante : il s’agit de
la catégorie universelle (initiale) .7 munie d’une foncteur

t: Jop— T

tel que t envoie une équivalence d’homotopie faible sur un isomorphisme.

En effet, la catégorie homotopique vérifie cette propriété en remplagant un espace topologique
par un CW-complexe qui ’approche (proposition précédente) et du fait qu'une équivalence d’ho-
motopie faible entre CW-complexes est une équivalence d’homotopie (Théoreme V.1.11).

V.2. Espaces d’Eilenberg-Mac Lane

V.2.a. Définition. — Les espaces d’Eilenberg-Mac Lane se comporte par rapport a I’homotopie
comme les spheres se comportent par rapport a I’homologie.

Définition V.2.1. — Soit n un entier positif et 7 un groupe, supposé abélien si n > 1.

On dit qu’un espace X est un espace d’Eilenberg-Mac Lane de type (w,n) s'il vérifie les conditions
suivantes :

— X est connexe par arc;

— pour tout entier 7 > 0,

Wi(X):{ﬂ- sit=n,

0 sinon.

Ezxemple V.2.2. — Nous avons déja rencontré plusieurs exemples d’espaces d’Eilenberg-Mac
Lane. Le premier est le suivant : S* est de type (Z, 1) (cf. Ex. IIL1.7).

V.2.3. — Considérons une tour d’espaces topologiques :
Xe: X0 f—0> X1 — HdotsX,, f—> Xn+1 — Hdots

Cette suite admet une colimite (ou encore limite inductive, cf. §IV.2.6), en utilisant la méme
formule que dans ’exemple IV.2.7 : I'espace X, := hﬂrpo X, est le quotient de ’espace

D x.
neN
modulo la relation d’équivalence z, ~ Tpn11 8i Tni1 = fo(Tn).

Lemme V.2.4. — Considérons les notations qui précédent et supposons que les applications fy,
soient toutes injectives et pointées. Alors pour tout i > 0,

i>0



V.2.5. — Cela résulte du fait que les spheéres S? sont compactes et du fait suivant :
pour tout espace compact K, une application continue K — X, se factorise en K — X,, pour
n assez grand.

La construction des colimites est fonctorielles.

Lemme V.2.6. — Considérons un morphisme de tours d’espaces topologiques, chaque tour étant
formée d’inclusions :

Xo X1 e X, Xnt1
\Lfl \Lfo i/fn \Lfn+l
Yo Y1 e Y., Yot

tels que tous les f; sont des fibrations de Serre. Alors le morphisme induit sur les colimites fo, :
X — Y, est une fibration de Serre.

Cela résulte a nouveau de 'argument de §V.2.5 et du fait que I™ est compact.

Exemple V.2.7. — 1. Reprenons les notations du paragraphe I11.1.9 : pour tout entier n > 0,
'espace projectif complexe CP" = (C"*! — {0})/C* s’inscrit naturellement dans une suite
fibre :

St — §2ntl - Ccpn.
On en déduit donc en considérant la colimite de ces suites fibres suivant n une suite homo-
topiquement exacte :
St 5% - CP™.
Il en résulte pour i > 0 : 7;(CP>®) = m;_1(S'). Ainsi, CP*> est un espace d’Eilenberg-Mac
Lane de type (Z, 2).

2. Avec cette fois les notations du paragraphe I11.1.8, pour tout entier n > 0, ’espace projectif
réel RP" = (R"*! — {0})/R* s’inscrit naturellement dans une suite fibre :

S0 — 8™ — RP"
dont la colimite est une suite fibre :
S0 — 8% — RP*™.
Il en résulte pour i > 0 : 7;(RP>®) = 7;_1(S°). Ainsi, RP> est un espace d’Eilenberg-Mac
Lane de type (Z/2Z,1).

V.2.b. Propriété universelle. —

Proposition V.2.8. — Soit n > 0 un entier, et G, H des groupes. Considérons deuxr CW-
complezes X et Y connexes par arcs, tels que pour tout i >0 :

0 ste<n 0 sii>n
mi(X) = . mi(Y) = .
G sii=n, H sii=n.

Alors le morphisme suivant est un isomorphisme :
[X,Y]. = Hom(G,H), f — 7,(f).

Démonstration. — D’apres la proposition V.1.14, on peut remplacer X a équivalence d’homotopie
faible pres par un CW-complexe qui n’a que des cellules en dimensions supérieure a n. On peut
donc supposer : X1 = «.

Surjectivité : Considérons un morphisme de groupes ¢ : G — H.



Par définition, X (™) est obtenu en attachant des n-cellules au point base. Autrement dit, X (")
est un bouquet de n-spheres :
X0 = Vie 87
et linclusion canonique v; : S™ = S — X définit un élément z; = [v;] € G. L’élément
yi = p(z;) est donc la classe d’homotopie d’une application pointée S — Y. On en déduit donc
une application bien définie f : X(™ — Y qui induit un diagramme commutatif :

(V.3) T (X (M)
Hons I
(X)) =G 7 H=m,(Y).
Considérons le diagramme suivant :
s 2t xm Iy

|

L; D+ X (n+1)

ot les indices i parcourent I’ensemble des n + 1-cellules de X, les h; : S* — X sont les
applications de recollement et le carré est cocartésien. La classe d’homotopie [h] € m, (X (™)
est nulle dans 7,(X) = 7,(X™). Le diagramme commutatif (V.3), on en déduit f7([h;] = 0.
Autrement dit, ’application composée S} Ly X 5y se prolonge & D}. On en déduit donc un
relevement 7t : X"+t Y de f" et un diagramme :

7rn(X<"))
/ (1) m
7.[_n(‘)((n+1)) *
Hn+1x flL+1
T e
(X)) =G " H=m,(Y)

tels que le triangle (1) est commutatif. Or d’apres le corollaire 111.2.15, le morphisme v, est
surjectif. On déduit donc de la construction (diagramme commutatif (V.3)), que le diagramme
(2) est aussi commutatif. Notons au passage que le méme corollaire implique que i, 41, est un
isomorphisme.

L’obstruction & prolonger f"*! & X tout entier ne fait maintenant plus intervenir que les
application d’attachement de cellules de dimension plus grande que (n + 2), donc dont le bord est
de dimension supérieure & (n + 1). Du fait que 7;(Y) = 0 si ¢ > n, ces obstruction sont nulles et
on en déduit un relevement f : X — Y de f". Le diagramme commutatif précédent, et le fait que
5 SOit un isomorphisme pour ¢ > n montre que f est bien un antécédent de .

Injectivité : soit f,g: X — Y sont deux application telles que 7, (f) = m,(g). On doit construire
une homotopie H : X x I — Y telle que H|xyar = fUg. On applique pour cela la méme méthode
que précédement en partant d’une homotopie H" : X(™ x I — Y entre flxm et glxm, qui existe
par hypothese. O

Corollaire V.2.9. — Considérons un entier n > 0 et G un groupe, supposé abélien sin > 1.
Si X et X' sont deuz espaces de type K(G,n), il existe une équivalence d’homotopie faible
f: X = X'. Autrement dit, X et X' ont méme type d’homotopie.
Par ailleurs, lisomorphisme f vu dans la catégorie Hotu est déterminé de maniére unique si

lon impose que le morphisme induit G = m,(X) ELN T (X') = G est Uidentité.



V.2.c. Existence. — Rappelons le théoreme de Van Kampen :

Théoréme V.2.10. — Soit X un espace topologique, X = U UV, tels que U, V et UNV sont
ouverts, non vide et connexes par arc. On suppose tous ces espaces pointés par un point arbitraire
dans UNV.

Alors le diagramme commutatif :

m(UNV)——=m(U)

L

m (V) —— m1(X)

induit un isomorphisme :
O : 1 (U) *r, wnv) (V) = m(X)
ot le membre de gauche désigne la somme amalgamée dans la catégorie des groupes.

En particulier, si U NV est simplement conneze, w1(X) est le groupe librement engendré par
7T1(U) et 7T1(V).

Remarque V.2.11. — La preuve est trés classique, voir par exemple [Hat02, 1.20]. Elle est plus
simple si I’on remplace groupe fondamental par groupoide fondamental. Le groupoide fondamental
d’un espace X (non nécessairement pointé) est la catégorie II(X) dont les objets sont les points
de X et les morphismes entre z,y € X sont les lacets de X commencant a x et finissant a y. Le
produit de composition est donné par la concaténation des lacets.

Notons que dans la catégorie II(X), tous les morphismes sont des isomorphismes : on dit que
c’est un groupoide. L’énoncé du théoreme de Van Kampen pour les groupoides est exactement
le méme que précédemment sauf que 'on remplace la somme amalgamée dans la catégorie des
groupes par celle dans la catégorie des groupoide. Pour une preuve de cet énoncé dans ce contexte,
voir [May99, chap. 2, sec. 7].

Proposition V.2.12. — Soit n un entier et m un groupe, supposé abélien sin > 1.
Il existe un CW-complexe X de type K(m,n), n'ayant que des cellules en dimension supérieure

an.
Démonstration. — Nous utiliserons le lemme suivant :
Lemme V.2.13. — Pour tout ensemble I, et tout entier n > 0, le groupe

Tn(VierS;')
est le groupe libre (resp. abélien libre si n > 1) engendré par I.

Notons que du fait que S™ est compact, on peut se ramener au cas ou I n’a qu'un nombre fini
d’éléments, et par induction au cas ou I n’a que deux éléments. Dans le cas n = 1, cela résulte du
théoreme de Van Kampen vu précédemment. Dans le cas n > 1, on utilise le fait suivant :

S = Sm A ST = 8" x S"/S™ vV S™.
Utilisant la suite exacte d’homotopie associée a la paire (S™ x S™,S™ Vv S™), on trouve donc une
suite exacte :
0 =7, (S?) = m(S™ x 8™) = T, (S™ V S™) = m,_1(S*) =0
qui montre que comme attendu :

Tn(S™V §™) o 7, (S™ X S™) = 1 (S™) X 7 (S™)Z2.

On considére un ensemble I" de générateurs de 7 et on pose X (") = Vgern Sy . Notons G(I™)
le groupe libre (resp. abélien libre) engendré par I™. On en déduit un morphisme surjectif ™ :
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7 (X (™) = G(I™) — 7. Le noyau R"™ = Ker(¢™) définit donc les relations d'une présentation du
groupe 7. C’est un groupe libre (resp. abélien libre si n > 1) et on a donc une suite exacte :

0—-R"->GUI")—»7—0
Si I™*! désigne une base de R™, tout élément h € I"*! correspond & la classe d’homotopie d’une
application ¢y, : S; — X ™),
On définit X1 en attachant des n + l-cellules & X le long des applications 1), pour

h € I"*'. Rappelons que linclusion j : X — X®+1) est une cofibration avec pour cofibre
Iespace Vjepn+1 S,?H. On en déduit une suite exacte d’homotopie :

Tt (Vierntr SPY) — 1 (X (M) — 7, (X D) — 71, (Vpe por SpFY)

| 4

0 R" G(I™) . 0

et il existe donc une fleche ¢™ qui est un isomorphisme (lemme du serpent).

Or, quitte a ajouter des cellules de dimension supérieure & n + 2, on peut tuer les groupes
d’homotopie de X ("*t1) en dimension supérieure & (n+1) en laissant inchangés ceux de dimension
inférieure & n. En effet, si on pose R"*! = 7,1 (X "+ chaque élément h € R+ correspond
4 la classe d’homotopie d’un élément &), : S — X+ Sj on définit X ("2 en attachant des
(n + 2)-cellules & X ™*Y le long des &, pour h € R+ on obtient un CW-complexe qui n’a pas
de groupe d’homotopie en dimension n + 1 et qui a les mémes groupes d’homotopie que X (*+1)
en dimension inférieure a n.

La construction du CW-complexe X s’obtient ainsi par adjonctions successives de cellules de
dimension de plus en plus grande. O

Définition V.2.14. — Sous les conditions de la proposition précédente, on note K (7, n) I'unique
type d’homotopie correspondant a un espace d’Eilengberg-Mac Lane de type (m,n).

Par abus de langage, on parle de lespace (ou du CW-complexe) K (mw,n) pour désigner un
espace (CW-complexe) dont le type d’homotopie est K (7, n).

V.2.15. — Soit A un groupe abélien et n un entier positif.
On calcule facilement les groupes d”homotopie pour ¢ > 0 de l’espace des lacets QK (m,n+1) :

A i=n
0 i#n.
Il résulte donc du Corollaire V.2.9 qu’il existe une équivalence d’homotopie faible :

wp K(A,n) - QK(A,n+1).

WZ(QK(A,H—F 1)) = 7ri+1(K(A,n+ 1)) = {

On en déduit par adjonction une application dite de suspension :
on:S'AK(An) = K(A,n+1)
qui relie les espaces de la suite (K (A,n)) . On dit encore que (K(A,n)) _ est un spectre.
Si X est un espace pointé, et n un entier quelconque, on peut poser :

(HA)"(X) = lig [S"" A X, K(A,7)]

T—00

les morphismes de transition étant donnés par les applications
(ST A X, K (A, 7)] 285 [ST A X ST A K (A, 1)) 25 [STTEA X K (A, + 1))

Notons par ailleurs que cette application coincide par adjonction avec wyy : c’est donc un isomor-
phisme. On en déduit donc :

(HA"(X)=[S"""ANX,K(A,r)]
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pour tout entier r suffisament grand.

Par construction, on obtient :
A n=0
0 sinon,

(V.4) (HA)™(S%) = mren (K (A, 7)) = {

ou r = max(0, —n) + 1.
Proposition V.2.16. — Considérons les notations précédentes :

1. Le foncteur X — (HA)*(X) définit une théorie cohomologique sur les espaces pointés qui
vérifient les aziomes d’additivité, de suspension, d’exactitude (et d’excision).

2. Il induit par restrcition auxr CW-complezes finis un foncteur contravariant stable :
LIy — @b, (X, n) — (HA)"(X)

qui est additif (commute aux sommes finies) et envoie triangles distingués sur suites exactes
longues.

Nous verrons cette proposition comme corollaire de la théorie homotopique stable, qui est I’étude
des spectres.

On a déja vu que la cohomologie singuliere est I'unique théorie cohomologique des espaces
pointés qui vérifient les propriétés de la proposition et 'axiome de dimension qui correspond a la
propriété (V.4).

Corollaire V.2.17 — Pour tout espace pointé X et tout entier n > 0, il existe un isomorphisme
canonique fonctoriel :
H, (X, A)=(HA)"(X) =[X,K(A,n)].

sing

On dit encore que I'espace K (A,n) représente le foncteur figlmg

(=, A): (Hot)? — ab.
Remarque V.2.18. — Ce corollaire est a la base de la théorie de l'obstruction qui relie la
construction d’extensions d’applications entre CW-complexes & un co-cycle dans la cohomolo-

gie singuliére & coefficients dans certains groupes d’homotopies (voir par exemple [May99, 4.3, p.
416)).
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